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Resumen

Los operadores fuertemente singulares han sido considerados por diversos autores. Entre ellos,

destacan los trabajos de I. I. Hirschman [16], S. Wainger [26], C. Fefferman y E. M. Stein [11], y

S. Chanillo en [2]. Estos operadores se caracterizan por poseer un núcleo con una singularidad más

pronunciada en la diagonal de Rn ˆ Rn, ∆ = t(x, x) : x P Rnu, en comparación con los correspon-

dientes a los operadores de Calderón-Zygmund (OCZs). Esta particularidad afecta sus propiedades de

regularidad y los sitúa fuera del alcance de la teoría clásica.

En [2], S. Chanillo desarrolla la teoría Lp(w) para estos operadores, con w en la clase de pesos Ap

de B. Muckenhoupt [19]. El enfoque adoptado se basa en la función maximal sharp introducida en

[11]. Por otra parte, en [11], C. Fefferman y E. M. Stein demuestran que los operadores fuertemente

singularesmapeanL8 enBMO (véase también [28] y [8] para resultados en contextosmás generales).

Sin embargo, se desconocen resultados similares con pesos para este extremo, siendo esta teoría bien

conocida para OCZs.

Siguiendo los lineamientos de S. Chanillo, en esta tesina desarrollamos detalladamente la acota-

ción en Lp(w) con 1 ă p ă 8 para operadores fuertemente singulares. Posteriormente, exploramos

un criterio de suficiencia para la acotación con pesos de L8 en BMO, considerando como espacio

de llegada el introducido por B. Muckenhoupt y R. L. Wheeden en [20]. Hasta donde se sabe, este

resultado no es conocido en la teoría clásica.

Palabras clave: operador fuertemente singular, núcleo fuertemente singular, pesos, BMO, ope-

radores maximales.
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Introducción

El estudio de las propiedades de continuidad de ciertos operadores integrales singulares constituye

un pilar fundamental del Análisis Armónico, con importantes aplicaciones en diversas áreas de la

matemática, como la teoría de ecuaciones en derivadas parciales (EDPs), la teoría de operadores y

el análisis complejo en varias variables, entre otras. En este contexto, el término operador integral

singular de convolución se utiliza para describir formalmente aplicaciones de la forma

f(x) ÞÝÑ

ż

Rn

K(x ´ y) f(y) dy = T (f),

donde el núcleo K presenta singularidades únicamente en el origen y en el infinito. Por su parte, la

función f debe ser, al menos inicialmente, lo suficientemente regular para asegurar la convergencia

de la integral, ya sea en el sentido del valor principal o mediante algún otro método apropiado.

El problema central, entonces, consiste en estimar el ‘‘tamaño” de Tf en términos del ‘‘tamaño”

de f sobre distintos espacios funcionales, como, por ejemplo, los clásicos Lp. De este modo, las des-

igualdades que se buscan suelen tener la forma

}Tf}Lq ď C}f}Lp , @f P Lp(Rn).

Uno de los enfoques predominantes para este propósito se sustenta en losmétodos de variables reales

introducidos por A. P. Calderón y A. Zygmund en su influyente artículo de la década de 1950, [1].

Estas técnicas fueron extendidas por destacados autores, tales como L. Hörmander en [17] y R. R.

Coifman e Y. Meyer en [3], [4] y [5], lo que dio origen a la concepción moderna de operadores de

Calderón-Zygmund (OCZs). Sin embargo, existen operadores cuya acotación en Lp reviste gran inte-

rés, pero quedan fuera del alcance de este marco teórico. Este es el caso de los operadores fuertemente

singulares, que surgen en el estudio de la convergencia en norma Lp de las series múltiples de Fourier,

y que son objeto de estudio en esta monografía.
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El ejemplo paradigmático de esta clase de operadores está dado por

Taf(x) =

(
ei|ξ|a

|ξ|
na
2

θ(ξ)

)
q

˚ f(x),

donde 0 ă a ă 1 y θ P C8(Rn) es una función de corte estándar. Estos operadores fueron objeto

de estudio de diversos autores de renombre. En el caso periódico, G. H. Hardy y J. E. Littlewood los

analizaron, al igual que A. Zygmund en [27] e I. I. Hirschman en [16]. Para valores de x cercanos al

origen, S. Wainger en [26] ha demostrado que(
ei|ξ|a

|ξ|
na
2

θ(ξ)

)
q

(x) «
eiγ|x|´a1

|x|n
,

siendo a1 = a
1´a

y γ = aa
1

´ a1+a1 . Debido a las rápidas oscilaciones de su núcleo en este rango, este

operador no pertenece a la clase de Calderón-Zygmund, ya que no satisface la condición de regularidad

|K(x ´ y) ´ K(x)| ď C
|y|

|x|n+1
, |x| ą 2|y|.

A pesar de ello, se ha comprobado que Ta presenta propiedades de continuidad análogas a estos ope-

radores. La acotación en Lp para 1 ă p ă 8 fue establecida por I. I. Hirschman en [16] para el caso

unidimensional y por S. Wainger en [26] para dimensiones mayores. Por otro lado, el primer trabajo

en el que Ta aparece como objeto principal de estudio es [10], donde C. Fefferman también establece

que es de tipo débil (1, 1), esto es, la desigualdad

|tx P Rn : |Taf(x)| ą λu| ď
C

λ
}f}L1 ,

se satisface para todo λ ą 0, donde | ¨ | denota la medida de Lebesgue en Rn.

La teoría Lp(w) para operadores fuertemente singulares con pesos en Ap, clase introducida por

B. Muckenhoupt en [19], fue desarrollada por S. Chanillo en [2], quien presentó sus argumentos para

n = 1 y esbozó el caso general como una serie de observaciones. Su enfoque se basa en la utilización de

la función maximal sharp, definida en [11]. El primer objetivo de esta tesina será el estudio exhaustivo

del artículo [2], con el fin de adquirir los conocimientos y herramientas necesarios para la comprensión

de esta teoría. Por otra parte, en [11] se probó que los operadores fuertemente singulares mapean L8

en BMO. Sin embargo, hasta donde sabemos, no se conocen resultados similares con pesos para

p = 8, siendo esta teoría bien conocida para OCZs. Utilizando las nociones adquiridas en la primera

parte, se intentará resolver el problema L8 ´BMO con pesos y analizar los parámetros involucrados.

Para comprender y desarrollar estos conceptos, fue necesario un estudio previo de la teoría clásica de

Análisis Armónico, el cual se llevó a cabo en el seminario de posgrado ‘‘Tópicos de Análisis Armónico

y Aplicaciones a Desigualdades Mixtas”, como parte de la asignatura ‘‘Optativa I (MA095)”.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo presentaremos los conceptos y definiciones necesarios para la comprensión de

esta tesina. La mayoría de estos resultados son bien conocidos y fueron estudiados en las asignaturas

‘‘Teoría de la Medida (MA068)”, ‘‘Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales (MA070)” y en

el seminario de posgrado ‘‘Tópicos de Análisis Armónico y Aplicaciones a Desigualdades Mixtas”,

como parte de la asignatura ‘‘Optativa I (MA095)”. En la Sección 1.1 abordaremos algunos aspectos

topológicos del espacio euclídeo Rn, cuyas demostraciones ilustrarán el enfoque adoptado a lo largo

de este trabajo. En las Secciones 1.2 y 1.3 recopilaremos definiciones y resultados fundamentales de

análisis real, las demostraciones omitidas podrán consultarse en [12] o [22]. En las Secciones 1.4, 1.5

y 1.6, enunciaremos algunos resultados relacionados con las propiedades de continuidad de ciertos

operadores clásicos del análisis armónico. Finalmente, en la Sección 1.7, introduciremos las clases de

pesos que se considerarán, junto con sus propiedades elementales.

1.1. Algunos resultados geométricos en Rn

En general, trabajaremos en el espacio euclídeo n-dimensional Rn. Para x P Rn, denotaremos por

|x| su norma euclídea y su norma infinito por }x}8 = máx1ďiďn |xi|.

Si x P Rn y r ą 0, la bola euclídea con centro x y radio r se define como

B(x, r) = ty P Rn : |x ´ y| ă ru.

En algunos casos, será más conveniente trabajar con cubos en lugar de bolas. A lo largo de esta mono-

grafía, consideraremos cubos Q abiertos con lados paralelos a los ejes coordenados y longitud l(Q),
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es decir,

Q =
n
ź

i=1

(ai, bi), ai ă bi, l(Q) = bi ´ ai, 1 ď i ď n.

Para λ ą 0, definimos λQ como el cubo concéntrico con Q y tal que l(λQ) = λl(Q).

El siguiente resultado nos permitirá trabajar indistintamente con bolas o cubos.

Proposición 1.1. Sean r ą 0 y Qr el cubo centrado en x P Rn con l(Qr) = 2r. Entonces, vale la

siguiente cadena de contenciones

B(x, r) Ď Qr Ď B(x,
?
nr). (1.1)

? nr

rx

Figura 1.1: Ilustración de la relación (1.1) en el plano R2.

Demostración. Probemos que B(x, r) Ď Qr = ty P Rn : }x ´ y}8 ă ru. Si y P B(x, r), entonces

|xi ´ yi|
2 ă

n
ÿ

i=1

|xi ´ yi|
2 = |x ´ y|2 ă r2, 1 ď i ď n.

En consecuencia, máx1ďiďn |xi ´ yi| = }x ´ y}8 ă r.

Ahora, veamos que Qr Ď B(x,
?
nr). Si y P Qr, se cumple

|x ´ y|2 =
n
ÿ

i=1

|xi ´ yi|
2 ă n}x ´ y}28 ă nr2.

Por lo tanto, |x ´ y| ă
?
nr.

A continuación, presentamos un resultado técnico que facilitará la comparación entre distancias

asociadas a cubos y sus dilataciones.

Proposición 1.2. Sean λ ą 1 y Q un cubo centrado en x P Rn. Entonces, existe una constante

C = C(n, λ) ě 1 tal que la desigualdad

C´1|y ´ z| ď |x ´ z| ď C|y ´ z| (1.2)

vale para todo y P Q y z P RnzλQ.
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Demostración. Sean y P Q y z P RnzλΩ. Para la estimación izquierda, aplicando la desigualdad

triangular y el hecho de que |x ´ y| ă
?
n
2
l(Q) en virtud de la Proposición 1.1, se tiene que

|y ´ z| ď |y ´ x| + |x ´ z| ď

?
n

2
l(Q) + |x ´ z| =

( ?
n

2|x ´ z|
l(Q) + 1

)
|x ´ z|.

Dado que x P Q y z P RnzλQ, entonces

|x ´ z| ě dist (BQ, B(λQ)) =
λ ´ 1

2
l(Q). (1.3)

Sustituyendo esta cota en la desigualdad anterior, obtenemos

|y ´ z| ď

( ?
n

λ ´ 1
+ 1

)
|x ´ z|.

Para la estimación restante, considerando que (1.3) también se verifica para y P Q, obtenemos

|x ´ z| ď

( ?
n

2|y ´ z|
l(Q) + 1

)
|y ´ z| ď

( ?
n

λ ´ 1
+ 1

)
|y ´ z|.

Definiendo C =
?
n

λ´1
+ 1 se concluye la demostración de (1.2).

λQ

Q

x

z

λ´1
2
l(Q)

|x´ z|

Figura 1.2: Ilustración de la relación (1.3) en el plano R2.

A partir de ahora, denotaremos por C una constante positiva que podrá variar en las apariciones

subsecuentes, incluso dentro de una misma cadena de desigualdades. En este contexto, introducimos

la siguiente notación: sean f, g : Rn Ñ C funciones medibles. Escribiremos f À g para indicar que

existe una constante positivaC tal que la desigualdad |f(x)| ď C|g(x)| vale para todo x en el dominio

de f y g. Si f À g y g À f , utilizaremos la notación f « g.

Ejemplo 1.3. Si x P Rn y r ą 0, la notación recién introducida es especialmente útil para describir

anillos centrados en x, como se ilustra a continuación

A = ty P Rn : αr ď |x ´ y| ď βru = tx P Rn : |x ´ y| « ru, 0 ă α ă β.
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βr

αrx

Figura 1.3: Ilustración del anillo A en el plano R2.

1.2. Elementos de la teoría de espacios Lp(Rn)

Dado E Ď Rn, denotaremos con BE su frontera, con |E| su medida de Lebesgue y con χE su

función característica,

χE(x) =

$

&

%

1 si x P E;

0 si x R E.

Si una propiedad se verifica para todo punto x P E excepto en algún subconjunto de medida cero,

diremos que la propiedad vale en casi todo punto x P E (c.t.p. x P E).

Si α = (α1, . . . , αn) P Nn
0 es un multiíndice y f : Rn Ñ C, definimos la derivada de orden α de f

como la función

Dαf(x) =
B|α|f

Bα1x1 . . . Bαnxn
(x),

donde |α| = α1 + . . .+ αn y xα = xα1
1 + . . .+ xαn

n .

Dado k P N0 Y t8u, denotaremos con Ck(Rn), o simplemente Ck, al conjunto de las funciones

f : Rn Ñ C tales que Dαf existe y es continua para todo multiíndice α P Nn
0 con |α| ď k. Asimis-

mo, denotaremos con Ck
c (Rn), o Ck

c , al conjunto de funciones de la clase Ck(Rn) que tienen soporte

compacto.

Para 1 ď p ă 8, el espacio Lp(Rn), o simplemente Lp, es el espacio de Banach compuesto por

las funciones medibles f : Rn Ñ C que satisfacen

}f}Lp =

(
ż

Rn

|f(x)|p dx

) 1
p

ă 8.

En el caso límite p = 8, el espacio L8(Rn), o simplemente L8, se define como el espacio de Banach

formado por las funciones medibles f : Rn Ñ C que son esencialmente acotadas, es decir, aquellas

que verifican

}f}L8 = ínf tM ą 0 : |tx P Rn : |f(x)| ą Mu| = 0u ă 8.
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Decimos que dos funciones f, g P Lp(Rn), 1 ď p ď 8, son iguales si f(x) = g(x) en c.t.p. x.

Dado 1 ă p ă 8, denominamos exponente conjugado de p al número p1 determinado por la

relación
1

p
+

1

p1
= 1.

Por convención, si p = 1, entonces p1 = 8, y viceversa. En el caso 0 ă a ă 1, definimos a1 mediante

la expresión

a1 =
a

1 ´ a
.

A continuación, enunciamos la clásica desigualdad de Hölder, que garantiza que el producto de

una función en Lp y otra en Lp1 es siempre una función integrable.

Teorema 1.4 (Desigualdad de Hölder). Sean 1 ď p ď 8, f P Lp y g P Lp1 . Entonces, fg P L1 y vale

la desigualdad

}fg}L1 ď }f}Lp}g}Lp1 .

Otro importante resultado es la desigualdad de Jensen, cuya prueba puede consultarse en [22].

Teorema 1.5 (Desigualdad de Jensen). Sean ϕ : [0,+8) Ñ [0,+8) una función convexa y E Ď Rn

un conjunto medible tal que 0 ă |E| ă 8. Entonces, la desigualdad

ϕ

(
1

|E|

ż

E

|f(x)| dx

)
ď

1

|E|

ż

E

ϕ (|f(x)|) dx

vale para toda f : Rn Ñ C medible con fχE P L1.

Presentamos a continuación algunos resultados básicos de convergencia, los cuales también son

válidos en contextos más generales (véase, por ejemplo, [22]). En nuestro caso, nos limitaremos a

medidas de la forma dµ(x) = w(x) dx, donde w es una función no negativa en c.t.p. que cumple

ciertas condiciones que enunciaremos más adelante.

Teorema 1.6. El espacio C8
c (Rn) es denso en Lp(Rn).

Teorema 1.7 (Lema de Fatou). Sea tfjuj una sucesión de funciones fj : Rn Ñ [0,+8) medibles.

Entonces,
ż

Rn

lím inf
jÑ8

fj(x) dx ď lím inf
jÑ8

ż

Rn

fj(x) dx.

Teorema 1.8 (Teorema de la convergencia dominada). Sea tfjuj Ď L1(Rn) tal que

7



(a) f(x) = límjÑ8 fj(x) en c.t.p. x,

(b) Existe una función no negativa g P L1 tal que, para todo j, se cumple la desigualdad

|fj(x)| ď g(x) en c.t.p. x.

Entonces, f P L1 y
ż

Rn

f(x) dx = lím
jÑ8

ż

Rn

fj(x) dx.

Dadas f, g P L1(Rn), definimos su convolución en c.t.p. x como la función

(f ˚ g)(x) =

ż

Rn

f(x ´ y)g(y) dy.

El siguiente resultado reúne propiedades básicas de la convolución que se deducen directamente

de su definición (véase, por ejemplo, [12]).

Proposición 1.9. Sean f, g y h P L1(Rn). Entonces, se verifican las siguientes propiedades

(a) f ˚ g = g ˚ f ,

(b) (f ˚ g) ˚ h = f ˚ (g ˚ h),

(c) Si z P Rn y τzf(x) = f(x+ z), entonces τz(f ˚ g) = (τzf) ˚ g = f ˚ (τzg), y

(d) Si A es la clausura de tx+ y : x P sop f, y P sop gu, entonces sop f ˚ g Ď A.

Enunciamos a continuación la desigualdad de Young, un resultado clásico que proporciona con-

diciones para la existencia de f ˚ g(x) en c.t.p. x P Rn cuando f o g pertenecen a Lp.

Teorema 1.10 (Desigualdad de Young). Sean 1 ď p ď 8, f P L1 y g P Lp. Entonces, f ˚ g P Lp y

vale la desigualdad

}f ˚ g}Lp ď }f}L1}g}Lp .

El siguiente teorema, conocido como la propiedad suavizadora de la convolución, se deduce del

teorema de la convergencia dominada.

Teorema 1.11. Sean f P L1 y g P Ck tal que Dαg P L8 para todo α P Nn
0 con |α| ď k. Entonces,

f ˚ g P Ck y Dα(f ˚ g) = f ˚ (Dαg) para todo α P Nn
0 con |α| ď k.

8



Si f P L1(Rn), en esta tesina adoptaremos la siguiente definición para la transformada de Fourier

de f ,

f̂(ξ) =

ż

Rn

f(x) e´ixξ dx.

A continuación, presentamos algunas propiedades elementales de la transformada de Fourier.

Proposición 1.12. Sean λ P C, α P Nn
0 y f, g P L1(Rn). Entonces, se verifican las siguientes propie-

dades en c.t.p. ξ

(a) (λf + g)p(ξ) = λf̂(ξ) + ĝ(ξ),

(b) (f ˚ g)p(ξ) = f̂(ξ) ĝ(ξ),

(c) (Dαf)p(ξ) = (iξ)αf̂(ξ),

(d) Dαf̂(ξ) = [(´ix)αf(x)]p(ξ), y

(e) f̂ P L8 y vale la desigualdad }f̂}L8 ď }f}L1 ,

El siguiente teorema describe el comportamiento de la transformada de Fourier en el espacio L2.

Teorema 1.13. La transformada de Fourier es una isometría en L2. Esto es, f̂ P L2 y }f}L2 = }f̂}L2 .

1.3. EspaciosLp,8(Rn) y desigualdades de tipo fuerte y débil (p, q)

La función de distribución de una función medible f : Rn Ñ C está dada por

df (λ) = |tx P Rn : |f(x)| ą λu|, 0 ă λ ă 8.

Notemos que, por definición, df proporciona información sobre el ‘‘tamaño” de f , aunque no sobre

su comportamiento local en torno a puntos específicos.

9



E3 E1 E2

a3

a2

a1

x

f(x)

a3 a2 a1

b1

b2

b3

λ

df (λ)

Figura 1.4: Ilustración de la función simple f(x) =
ř3

j=1 ajχEj
(x) y su función de distribución df en

el plano R2. Aquí, bk =
řj

k=1 |Ej|.

Dado 1 ď p ă 8, el espacio Lp,8(Rn), o simplemente Lp,8, se define como el conjunto de

funciones medibles f : Rn Ñ C que satisfacen

}f}Lp,8 =

(
sup
λą0

λpdf (λ)

) 1
p

ă 8.

Por definición, L8,8(Rn) = L8(Rn).

Observación 1.14. Es importante destacar que esta función no define propiamente una norma, ya

que no se cumple la desigualdad triangular. Sin embargo, los espacios Lp,8(Rn) son lineales, cuasi-

normados y completos (véase, por ejemplo, [14]).

La desigualdad de Chebyshev es un resultado clásico del análisis real que establece una relación

entre los espacios Lp y Lp,8.

Teorema 1.15 (Desigualdad de Chebyshev). Sean 1 ď p ă 8 y f P Lp. Entonces, f P Lp,8 y vale la

desigualdad

}f}Lp,8 ď }f}Lp .

Ejemplo 1.16. La inclusión Lp,8(Rn) Ď Lp(Rn) es estricta. Sea f(x) = x´n
p . Mediante un cambio

de coordenadas, se tiene

}f}
p
Lp =

ż

Rn

1

|x|n
dx « lím

εÑ0
NÑ8

ż N

ε

1

r
dr = lím

εÑ0
NÑ8

log(r)|Nε .

Por lo tanto, f R Lp(Rn). Ahora bien, a partir de la definición de df , resulta

df (λ) =
ˇ

ˇ

ˇ

!

x P Rn : |x|
´n

p ą λ
)ˇ

ˇ

ˇ
=
ˇ

ˇ

ˇ

!

x P Rn : |x|
n
p ă 1

λ

)ˇ

ˇ

ˇ
=
ˇ

ˇ

ˇ

!

x P Rn : |x| ă 1

λ
p
n

)ˇ

ˇ

ˇ
.
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Si λ ą 0 y E Ď Rn es un conjunto de Borel, entonces |λE| = λn|E|. De este modo,

df (λ) =
1

λp
|B(0, 1)|.

En consecuencia, f P Lp,8(Rn).

Sea T una aplicación definida en un espacio vectorial V de funciones medibles f : Rn Ñ C, cuyo

rango está contenido en el espacio de todas las funciones medibles deRn aC. Denotamos la acción de

T sobre f como Tf , y decimos que T es un operador sublineal si verifica las siguientes propiedades

|T (f + g)| ď |Tf | + |Tg| y |T (λf)| = |λ||Tf |,

para todo par de funciones f, g P V y todo λ P C.

Sean 1 ď p, q ď 8 y T un operador sublineal definido en Lp(Rn). Decimos que T es de tipo

fuerte (p, q) si existe una constante positiva C = C(p, q) tal que la desigualdad

}Tf}Lq ď C}f}Lp

vale para toda f P Lp. En este caso, también decimos que T está acotado de Lp en Lq, o que T es una

aplicación continua de Lp en Lq.

Si 1 ď q ă 8, decimos que T es de tipo débil (p, q) si está acotado de Lp en Lq,8. Esto es, si

existe una constante positiva C = C(p, q) tal que, para toda f P Lp, se cumple la desigualdad

}Tf}Lq,8 ď C}f}Lp .

De forma equivalente, esta condición puede expresarse como

|tx P Rn : |Tf(x)| ą λu| ď

(
C

λp

ż

Rn

|f(x)|p dx

) q
p

,

para todo λ ą 0 y toda f P Lp.

Observación 1.17. Como consecuencia de la Desigualdad de Chebyshev, si T es un operador de tipo

fuerte (p, q), entonces también es de tipo débil (p, q).

1.4. Operadores maximales y sus propiedades

Decimos que una función medible f : Rn Ñ C es localmente integrable si, para todo conjunto

compactoK Ď Rn, se cumple que
ż

K

|f(x)| dx ă 8.

11



El espacio L1
loc(Rn), o simplemente L1

loc, está formado por todas las funciones medibles f : Rn Ñ C

que son localmente integrables.

Enunciamos a continuación el teorema de diferenciación de Lebesgue, que extiende una propie-

dad bien conocida de las funciones continuas y está estrechamente relacionado con los operadores que

se tratarán en este apartado. Una demostración de este clásico resultado puede encontrarse en [12].

Teorema 1.18 (Teorema de diferenciación de Lebesgue). Sea f P L1
loc(Rn). Entonces, se tiene la

siguiente igualdad en c.t.p. x

f(x) = lím
rÑ0

1

|Qr|

ż

Qr

f(y) dy,

donde Qr es un cubo centrado en x con l(Qr) =
2r?
n
.

Para f P L1
loc(Rn), el operador maximal de Hardy-Littlewood se define mediante la expresión

Mf(x) = sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|f(y)| dy,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q que contienen a x.

Observación 1.19. En la literatura, se encuentran diversas definiciones de este operador, ya sea reem-

plazando los cubos por bolas o considerando versiones centradas en el punto x. Sin embargo, como

consecuencia de las Proposiciones 1.1 y 1.2, todas estas definiciones son puntualmente equivalentes.

Ejemplo 1.20. Sean a, b P R tales que a ă b, f(x) = χ[a,b](x) y Q Q x. Por definición,

1

|Q|

ż

Q

|f(y)| dy =
|Q X [a, b]|

|Q|
.

Si a ă x ă b, el promedio de |f | sobreQ es igual a 1 cuandoQ Ď [a, b], ymenor que 1 siQX[a, b] Ĺ Q.

Por otro lado, si x ď a o x ě b, el intervalo que maximiza el promedio de |f | sobre Q es Q = [x, b]

si x ď a, y Q = [a, x] si x ě b.

En consecuencia,

12



Mf(x) =

$

’

’

’

&

’

’

’

%

b´a
|x´b|

si x ď a,

1 si a ă x ă b,

b´a
|x´a|

si x ě b.
a b

1

x

y

Figura 1.5: Representación gráfica de las funciones

f („) yMf („) en el plano R2.

El siguiente resultado reúne algunas propiedades puntuales del operadormaximal deHardy-Littlewood.

Proposición 1.21. Sean λ P C y f, g P L1
loc(Rn). Entonces, se verifican las siguientes propiedades en

c.t.p. x

(a) |f(x)| ď Mf(x),

(b) M(λf)(x) = |λ|Mf(x), y

(c) M(f + g)(x) ď Mf(x) +Mg(x).

Demostración. Comencemos con la demostración del inciso (a). Por el teorema de diferenciación de

Lebesgue, se cumple la siguiente igualdad en c.t.p. x

f(x) = lím
rÑ0

1

|Qr|

ż

Qr

f(y) dy,

donde Qr es un cubo centrado en x con l(Qr) =
2r?
n
. Por lo tanto,

|f(x)| ď lím
rÑ0

1

|Qr|

ż

Qr

|f(y)| dy ď sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|f(y)| dy =Mf(x).

La demostración del inciso (b) se sigue de forma directa a partir de la definición del operador y de

la linealidad de la integral de Lebesgue.

Por último, aplicando la desigualdad triangular, se tiene que

M(f + g)(x) = sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|f(y) + g(y)| dy

13



ď sup
QQx

1

|Q|

(
ż

Q

|f(y)| dy +

ż

Q

|g(y)| dy

)
=Mf(x) +Mg(x).

Esto concluye la demostración del inciso (c) y, en consecuencia, de la proposición.

Las propiedades (b) y (c) establecen la sublinealidad del operador maximal de Hardy-Littlewood.

Por su parte, la propiedad (a) indica queMf controla puntualmente a f , lo que nos permite demostrar

que

}f}L8 = }Mf}L8 .

Además, a partir de la definición del operador se deduce que, si f P L1 y no es idénticamente nula,

entoncesMf R L1 (véase, por ejemplo, [9], Proposition 2.14).

Seguidamente, presentamos las propiedades de acotación de este operadormaximal en los espacios

clásicos Lp. La demostración de este resultado puede consultarse, entre otras fuentes, en [9].

Teorema 1.22. El operadorM es de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte (p, p) para 1 ă p ď 8.

Si 1 ď s ă 8, una variante del operador maximal de Hardy-Littlewood es el operador maximal

Ms, definido por

Msf(x) = (M(|f |s)(x))
1
s =

(
sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|f(y)|s dy

) 1
s

. (1.4)

En virtud del Teorema 1.22, este operador es de tipo fuerte (p, p) para r ă p ă 8.

El siguiente resultado establece una relación puntual entre los operadores maximalesM yMs.

Proposición 1.23. Sean 1 ď r ă 8 y f P L1
loc(Rn). Entonces, se tiene la siguiente desigualdad en

c.t.p. x

Mf(x) ď Msf(x).

Demostración. Sean x P Rn y Q Q x. Dado que 1 ď s ă 8, aplicando la desigualdad de Jensen, se

tiene que (
1

|Q|

ż

Q

|f(y)| dy

)r

ď
1

|Q|

ż

Q

|f(y)|r dy.

Elevando ambos lados a la potencia 1
s
y tomando el supremo sobre todos los cubos que contienen a x,

Mf(x) = sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|f(y)| dy ď

(
sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|f(y)|r dy

) 1
r

=Msf(x).
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Sea f P L1
loc(Rn). Denotamos por fQ el promedio de f sobre un cubo Q, es decir,

fQ =
1

|Q|

ż

Q

f(y) dy,

y definimos el operador maximal ‘‘sharp” como

M #f(x) = sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|f(y) ´ fQ| dy. (1.5)

Por definición, cada una de estas integrales mide la oscilación media de f sobreQ. El espacio BMO,

que corresponde a la abreviatura del término en inglés Bounded Mean Oscillation, está compuesto por

todas las funciones f P L1
loc que tienen oscilación media acotada, es decir, aquellas que verifican

}f}BMO = }M #f}L8 ă 8.

Observación 1.24. Es importante aclarar que esta función no define una norma en el sentido estricto,

ya que las funciones constantes en c.t.p. tienen oscilación media nula. Sin embargo, tales funciones

son las únicas que poseen esta propiedad (véase, por ejemplo, [15], Proposition 3.1.2). Por esta razón,

decimos que dos funciones f, g P BMO son iguales si difieren en una constante.

El siguiente resultado establece una relación puntual entre los operadores maximalesM yM #.

Proposición 1.25. Sea f P L1
loc(Rn). Entonces, se tiene la siguiente desigualdad en c.t.p. x

M #f(x) ď 2Mf(x).

Demostración. Sean x P Rn y Q Q x. Aplicando la desigualdad triangular, se tiene que

1

|Q|

ż

Q

|f(y) ´ fQ| dy ď
1

|Q|

ż

Q

|f(y)| dy +

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|Q|

ż

Q

f(y) dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

|Q|

ż

Q

|f(y)| dy.

Tomando el supremo sobre todos los cubos que contienen a x,

M #f(x) = sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|f(y) ´ fQ| dy ď 2

(
sup
QQx

1

|Q|

ż

Q

|f(y)| dy

)
= 2Mf(x).

A continuación, presentamos una caracterización alternativa de } ¨ }BMO que evita el uso de pro-

medios.

Proposición 1.26. Sea f P L1
loc(Rn). Entonces, se verifica la siguiente equivalencia entre normas

1

2
}f}BMO ď sup

Q

ínf
λPC

1

|Q|

ż

Q

|f(x) ´ λ| dx ď }f}BMO.
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Demostración. La estimación de la derecha se obtiene de forma directa al escoger λ = fQ. Por otro

lado, aplicando la desigualdad triangular, se tiene que
ż

Q

|f(x) ´ fQ| dx ď

ż

Q

|f(x) ´ λ| dx+

ż

Q

|λ ´ fQ| dx ď 2

ż

Q

|f(x) ´ λ| dx,

para todo λ P C. Dividiendo ambos miembros por 2|Q|, tomando el ínfimo sobre λ y el supremo sobre

todos los cubos,
1

2
}f}BMO ď sup

Q

ínf
λPC

1

|Q|

ż

Q

|f(x) ´ λ| dx.

Observación 1.27. De forma análoga a lo indicado en la Observación 1.19, las versiones de los opera-

dores maximalesMs yM # definidas utilizando bolas en lugar de cubos o centradas en el punto x P Rn

son puntualmente equivalentes.

1.5. Selección de operadores integrales singulares

Decimos que una función f P C8(Rn) pertenece a la clase S de Schwartz, o simplemente que

f P S (Rn), si tanto ella como todas sus derivadas decrecen rápidamente en el infinito, esto es,

ρα,β(f) = }xαDβf}L8 ă 8

para todo par de multiíndices α, β P Nn
0 .

La familia de seminormas tρα,βuα,β induce una topología en S . A continuación, presentamos

una caracterización de los funcionales lineales y continuos en este espacio (véase, por ejemplo, [18]).

Decimos que un funcional lineal T : S (Rn) Ñ C es una distribución temperada, y lo denotamos por

T P S 1(Rn), si existen k,m P Z y una constante positiva C tales que, para toda ϕ P S , se cumple la

desigualdad

|xT, ϕy| ď C
ÿ

|α|ďk
|β|ďm

ρα,β(ϕ). (1.6)

Ejemplo 1.28. En el campo de la física, encontramos uno de los ejemplos más relevantes para la

teoría de distribuciones temperadas: la ‘‘función” de impulso o ‘‘función” δ de Dirac, introducida

históricamente de manera informal mediante la expresión

16



δ(x) =

$

&

%

+8 si x = 0,

0 si x ‰ 0.

+8

x

δ(x)

Figura 1.6: Ilustración de la ‘‘función” δ („) en el

plano R2.

Este objeto, que durante mucho tiempo fue tratado sin una definición rigurosa, admite una formaliza-

ción precisa en esta teoría, como se muestra a continuación

xδ, ϕy = ϕ(0), ϕ P S (Rn).

Así definida, δ es una distribución temperada. En efecto, para ϕ, ψ P S y λ P C, se cumple que

xδ, λϕ+ ψy = (λϕ+ ψ)(0) = λϕ(0) + ψ(0) = λxδ, ϕy + xδ, ψy.

Luego, la continuidad del funcional se deduce a partir de la caracterización (1.6), ya que

|xδ, ϕy| = |ϕ(0)| ď }ϕ}L8 .

Cabe señalar que la distribución temperada δ no admite una representación integral. Sin embargo,

desde el punto de vista de la teoría de la medida, puede interpretarse como una medida de Radon

(véase, por ejemplo, [18]).

Ejemplo 1.29. Otro ejemplo clásico es la distribución temperada valor principal de 1
x
, definida por

B

v. p.
1

x
, ϕ

F

= lím
ϵÑ0

ż

t|x|ąϵu

ϕ(x)

x
dx, ϕ P S (R).

Esta distribución desempeña un papel fundamental en análisis armónico. El lector interesado puede

consultar [9] para más detalles.

Dadas T P S 1(Rn) y f P S (Rn), la convolución T ˚ f se define como la distribución temperada

xT ˚ f, ϕy = xT, f̃ ˚ ϕy,
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donde f̃(y) = f(´y). Además, se sabe que T ˚ f P C8(Rn), y está dada por

T ˚ f(x) = xT, τxf̃y,

siendo τxf(y) = f(x+ y) (véase, por ejemplo, [14]).

Observación 1.30. A partir del inciso (c) de la Proposición 1.9, puede probarse que

τz(T ˚ f) = T ˚ (τzf), z P Rn,

es decir, los operadores definidos mediante la convolución de una distribución temperada con una

función de Schwartz son invariantes por traslaciones. Para más detalles, el lector interesado puede

consultar [14].

La introducción de operaciones en el ‘‘sentido de distribuciones temperadas” permite abordar

cuestiones que no podrían tratarse en el marco clásico del análisis real. Un ejemplo destacado de ello

es el estudio de las propiedades de continuidad de operadores integrales singulares. En este contexto,

una aplicación clásica es la transformada de Hilbert, definida para f P S (R) por

Hf(x) = v. p.
1

x
˚ f(x).

Este operador juega un papel central en análisis armónico, pues motivó el desarrollo de la teoría de los

operadores de Calderón-Zygmund (OCZs). A continuación, presentamos su definición en el sentido

moderno impulsado por R. R. Coifman e Y. Meyer en [3], [4], [5].

Sean ∆ = t(x, x) : x P Rnu la ‘‘diagonal” de Rn ˆ Rn y T : S (Rn) Ñ S 1(Rn) un operador

lineal acotado. Decimos que T es un OCZ si verifica las siguientes condiciones

(a) T admite una extensión acotada de L2(Rn) en sí mismo.

(b) Existe una función continuaK : Rn ˆ Rnz∆ Ñ C tal que

|K(x, y) ´ K(x, z)| + |K(y, x) ´ K(z, x)| ď C
|y ´ z|δ

|x ´ z|n+δ
, si |x ´ z| ě 2|y ´ z|,

para cierta constante 0 ă δ ď 1, y

xTf, gy =

ż

Rn

ż

Rn

K(x, y) f(y) g(x) dy dx,

para todo par de funciones f, g P S (Rn) con soportes disjuntos.
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Estas condiciones son suficientes para demostrar que los operadores de Calderón-Zygmund son

de tipo fuerte (p, p) para 1 ă p ă 8 y de tipo débil (1, 1). El siguiente teorema es fundamental para

establecer la acotación de L8 en BMO para esta clase operadores.

Teorema 1.31. Sean s ě 1 y T un OCZ. Entonces, existe una constante positiva C = C(n, s, δ) tal

que, en c.t.p. x, se cumple la desigualdad

M #(Tf)(x) ď CMsf(x),

dondeM # yMs son los operadores maximales definidos en (1.5) y (1.4), respectivamente.

Los resultados mencionados son ampliamente conocidos en el campo de análisis armónico y pue-

den consultarse en diversas fuentes, como [9], [14] y [15], entre otras.

1.6. Interpolación de familias analíticas de operadores

Sean S = tz P C : 0 ď Re z ď 1u y tTzuzPS una familia de operadores lineales definidos en

L1(Rn). Decimos que tTzuzPS es una familia analítica de operadores si, para todo par de funciones

simples f, g : Rn Ñ C, la función

z ÞÝÑ

ż

Rn

Tzf(x) g(x) dx

es holomorfa en el interior de S y continua en su frontera.

Además, decimos que tTzuzPS tiene crecimiento admisible si existen constantes positivas A ă π

y B = B(f, g) tales que, para todo z P S, se cumple la desigualdad

e´A|Im z| log
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

Tzf(x) g(x) dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď B ă 8.

Enunciamos un teorema de interpolación debido a E. M. Stein en [25], que extiende el clásico

resultado de Riesz-Thorin. Una demostración detallada puede encontrarse en [14].

Teorema 1.32 (Teorema de interpolación de Stein). Sean 1 ď p0, p1, q0, q1 ď 8 y tTzuzPS una familia

analítica de operadores de crecimiento admisible. Supongamos que, para todo v P R y toda función

simple f , se verifican las siguientes desigualdades de tipo fuerte

}Tivf}q0 ď M0(v)}f}p0 y }T1+ivf}q1 ď M1(v)}f}p1 ,
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dondeM0 yM1 son funciones a valores reales que satisfacen, para alguna constante 0 ă C ă π, la

condición

sup
vPR

e´C|v| logMj(v) ă 8, j = 0, 1. (1.7)

Entonces, para 0 ă θ ă 1 y pθ, qθ definidos por

1

pθ
=

1 ´ θ

p0
+

θ

p1
y

1

qθ
=

1 ´ θ

q0
+
θ

q1
, (1.8)

existe una constante positiva C = C(θ,M0,M1) tal que la desigualdad

}Tθf}qθ ď C}f}pθ

vale para toda f P Lpθ(Rn).

1
p0

1
pθ

1
p1

1

1
q1

1
qθ

1
q0

1
(1, 1)

1
p

1
q

Figura 1.7: Geométricamente, la relación (1.8) indica que los puntos ( 1
pθ
, 1
qθ
) se encuentran sobre el

segmento de recta que conecta los puntos ( 1
p0
, 1
q0
) y ( 1

p1
, 1
q1
).

1.7. Desigualdades con pesos

En análisis armónico, un peso es una función w P L1
loc(Rn) que es positiva en casi todo punto.

Si w es un peso y E Ď Rn es un conjunto medible, definimos

w(E) =

ż

E

w(x) dx.

Dado 1 ď p ă 8, el espacio Lp(Rn, w), o simplemente Lp(w), se define como el conjunto de todas

las funciones medibles f : Rn Ñ C que satisfacen

}f}Lp(w) =

(
ż

Rn

|f(x)|pw(x) dx

) 1
p

ă 8.
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Análogamente, el espacio Lp,8(Rn, w) o Lp,8(w) está formado por todas las funciones medibles

f : Rn Ñ C que cumplen

}f}Lp,8(w) = sup
λą0

λw(tx P Rn : |f(x)| ą λu)
1
p ă 8.

Es de interés estudiar condiciones sobre los pesos que garanticen que ciertos operadores clásicos

estén acotados en Lp(w). Un ejemplo de ello es la clase de pesosAp, introducida por B. Muckenhoupt

en [19]. Decimos que un peso w está en Ap, para 1 ă p ă 8, si existe una constante positiva C tal

que la desigualdad (
1

|Q|

ż

Q

w(x) dx

)(
1

|Q|

ż

Q

w(x)1´p1

dx

)p´1

ď C (1.9)

vale para todo cubo Q de Rn. En particular, decimos que w pertenece a la clase de pesos A1 si existe

una constante positiva C tal que, para todo cubo Q de Rn, se cumple la desigualdad

1

|Q|

ż

Q

w(x) dx ď Cw(x) (1.10)

para casi todo x P Q. Lamenor constante para la cual se cumple la condición (1.9) o (1.10) se denomina

constante característica Ap de w y se denota por [w]Ap .

Por último, la clase de pesos A8 se define como

A8 =
ď

pě1

Ap.

Es bien conocido que w P A8 es equivalente a la existencia de dos constantes positivas C y δ tales

que la desigualdad
w(S)

w(Q)
ď C

(
|S|

|Q|

)δ

vale para todo cubo Q de Rn y S Ď Q medible.

El siguiente resultado resume algunas propiedades de los pesos Ap, las cuales se siguen directa-

mente de su definición (véase, por ejemplo, [14]).

Proposición 1.33. Sean 1 ď p ă 8 y w P Ap. Entonces, se verifican las siguientes propiedades

(a) [w]Ap ě 1,

(b) Si p ď q, se tiene que w P Aq, y

(c) Si λ ą 1, entonces, para todo cubo Q de Rn, se cumple la desigualdad

w(λQ) ď λnp[w]Apw(Q).
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Presentamos a continuación un teorema de B. Muckenhoupt que motivó el desarrollo de la teoría

de pesos Ap. Una demostración de este resultado puede encontrarse, entre otras fuentes, en [9].

Teorema 1.34. El operador M es de tipo débil (1, 1) con respecto a w si y solo si w P A1.

En particular, existe una constante positiva C = C(n, [w]A1) tal que, para toda f P L1(w), se cumple

la desigualdad

}Mf}L1,8(w) ď C}f}L1(w).

Análogamente, el operador M es de tipo fuerte (p, p) con respecto a w si y solo si w P Ap.

Luego, existe una constante positiva C = C(n, p, [w]Ap) tal que la desigualdad

}Mf}Lp(w) ď C}f}Lp(w)

vale para toda f P Lp(w).

El siguiente resultado, atribuido a A. Códorba y C. Fefferman en [7], establece una relación entre

los operadores maximalesM yM #.

Teorema 1.35. Sean p0 ě 1 y w P Ap0 . Entonces, existe una constante positiva C = C(n, p0, [w]p0)

tal que la desigualdad

}Mf}Lp(w) ď C}M #f}Lp(w)

vale para todo p0 ď p ă 8 y toda f P L1
loc(Rn) conMf P Lp0(w).

Una propiedad fundamental de los pesos Ap se conoce como propiedad de Hölder al revés.

Dado s ą 1 decimos que w P RHs si existe una constante positiva C tal que, para todo cubo Q

de Rn, se cumple la desigualdad(
1

|Q|

ż

Q

w(x)s dx

) 1
s

ď
C

|Q|

ż

Q

w(x) dx.

El término ‘‘Hölder al revés” se debe a que la desigualdad en sentido opuesto se deduce directamente

de la desigualdad de Hölder. Mientras que la clase Ap es creciente en p, la clase RHs exhibe un

comportamiento decreciente en s.

Gracias a esta propiedad, es posible establecer la apertura de la clase Ap, lo que se resume en el

siguiente teorema. Las demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [14].

Teorema 1.36. Sean 1 ď p ă 8 y w P Ap. Entonces, se verifican las siguientes propiedades
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(a) Existe s ą 1 tal que w P RHs,

(b) Existe δ ą 0 tal que w1+δ P Ap, y

(c) Si p ą 1, existe ϵ ą 0 tal que w P Ap´ϵ.

En todos los casos, las constantes involucradas dependen solo de n, p y [w]Ap .

Corolario 1.37. Sean 1 ă p ă 8 y w P Ap. Entonces, existen 1 ă s0 ă p y una constante positiva

C = C(n, p, [w]Ap) tal que la desigualdad

}Msf}Lp(w) ď C}f}Lp(w)

vale para todo 1 ď s ď s0 y toda f P Lp(w).

Demostración. Dado que w P Ap, por el inciso (c) del Teorema 1.36, existe ϵ ą 0 tal que w P Ap´ϵ.

Sea s = p
p´ϵ

. Por definición, se tiene que

}Msf}sLp(w) =

(
ż

Rn

|M(|f |s)(x)|
p
s w(x) dx

) s
p

= }M(|f |s)}
L

p
s (w)

.

Considerando que 1 ă
p
s

ă 8 y w P A p
s
, en virtud del Teorema 1.34, obtenemos

}Msf}sLp(w) = }M(|f |s)}
L

p
s (w)

ď C}|f |s}
L

p
s (w)

= C}f}sLp(w).
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Capítulo 2

Operadores fuertemente singulares

Presentaremos en este capítulo dos operadores de convolución estrechamente relacionados, cuyos

núcleos exhiben una singularidad más acentuada en la diagonal de Rn ˆ Rn, ∆ = t(x, x) : x P Rnu,

en comparación con los correspondientes a los OCZ. Esta característica impacta sus propiedades de

regularidad, dejándolos fuera del alcance de la teoría clásica, aunque conservan suficientes caracterís-

ticas estructurales para manifestar propiedades de continuidad análogas.

2.1. Definición y propiedades

Sean 0 ă a ă 1, a1 = a
1´a

y γ = aa
1

´ a1+a1 . Formalmente, definimos el núcleo fuertemente

singular Ka como la ‘‘función”

Ka(x) =
eiγ|x|´a1

|x|n
χt|x| ď 1u(x), x P Rn.

El siguiente resultado establece que el núcleo Ka presenta una singularidad más pronunciada en

la diagonal de Rn ˆ Rn que los núcleos considerados en la teoría clásica.

Proposición 2.1. Sean 0 ă a ă 1 y a1 = a
1´a

. Entonces, existe una constante positiva C = C(a, n)

tal que la desigualdad

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)| ď C
|y|

|x|(n+1)+a1

vale para todo x, y P tz P Rn : |z| ď 1uzt0u con |x| ě 2|y| y |x ´ y| ď 1.
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´1 1

x

ReKa(x)

´1 1

x

ImKa(x)

Figura 2.1: Ilustración de las partes real e imaginaria del núcleoKa en el plano R2.

Demostración. Sean x, y P tz P Rn : |z| ď 1uzt0u tales |x| ą 2|y| y |x ´ y| ď 1. Por el teorema del

valor medio, se tiene que

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eiγ|x´y|´a1

|x ´ y|n
´
eiγ|x|´a1

|x|n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´eiγξ
´a1
(

n

ξn+1
+

ia1γ

ξ(n+1)+a1

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

||x ´ y| ´ |x||,

donde γ = aa
1

´ a1+a1 , y ξ es un punto intermedio entre |x| y |x ´ y|.

Dependiendo de la posición relativa de x e y, se cumple |x ´ y| ă |x| o |x| ă |x ´ y|. En ambos

casos, afirmamos que |x|

2
ď ξ ă 1. Si |x| ă |x ´ y|, entonces |x|

2
ă |x| ă ξ ă |x ´ y| ď 1. Por otro

lado, si |x ´ y| ă |x|, aplicando la desigualdad triangular y utilizando que |x| ě 2|y|, obtenemos

|x| = |(x ´ y) + y| ď |x ´ y| + |y| ď |x ´ y| +
|x|

2
. (2.1)

Luego, |x|

2
ď |x ´ y| ă ξ ă |x| ď 1.

De este modo, considerando que ξ(n+1)+a1

ď ξn+1 y la estimación recién obtenida, resulta
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n

ξn+1
+

ia1γ

ξ(n+1)+a1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

||x ´ y| ´ |x|| ď

(
n

ξn+1
+

|ia1γ|

ξ(n+1)+a1

)
||x| + |y| ´ |x||

ď
|y|

ξ(n+1)+a1 (n+ a1γ)

ď C
|y|

|x|(n+1)+a1 ,

donde C = 2(n+1)+a1

(n+ a1γ) es una constante positiva.

Es evidente que Ka R L1(Rn). Sin embargo, la función Ka define una distribución temperada de

soporte compacto, que también se denotará porKa, a través de la siguiente expresión

xKa, ϕy = lím
εÑ0

ż

Rn

eiγ|x|´a1

|x|n
χtϵď|x|ď1u(x)ϕ(x) dx.
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De hecho, al realizar el cambio a coordenadas polares, se tiene que

xKa, ϕy = lím
εÑ0

ż 1

ε

eiγr
´a1

r

(
ż

Sn´1

ϕ(r, θ) dθ

)
dr = lím

εÑ0

ż 1

0

eiγr
´a1

r
Φ(r) dr,

donde Φ(r) =
ş

Sn´1 ϕ(r, θ) dθ y Sn´1 es la esfera unitaria en Rn. Integrando por partes, resulta

xKa, ϕy =
i

γa1
lím
εÑ0

ż 1

ε

(
eiγr

´a1
)1

ra
1

Φ(r) dr

=
i

γa1
lím
εÑ0

(
eir

´a1

ra
1

Φ(r)
ˇ

ˇ

ˇ

1

ε
´

ż 1

ε

eir
´a1
(
ra

1

Φ1(r) + a1ra
1´1Φ(r)

)
dr

)
=

i

γa1

(
eiΦ(1) ´ lím

εÑ0

ż 1

ε

eir
´a1
(
ra

1

Φ1(r) + a1ra
1´1Φ(r)

)
dr

)
, (2.2)

donde la última igualdad se obtiene de considerar que 0 ă a1 ă 8. Dado que ϕ P S (Rn) y, en

consecuencia, |BαΦ(r)| ď |Sn´1|}Bαϕ}L8 , obtenemos

|xKa, ϕy| ď
|Sn´1|

|γ|a1

(
}ϕ}L8 +

(
ż 1

0

ra
1

dr

)
}ϕ1}L8 + a1

(
ż 1

0

ra
1´1 dr

)
}ϕ}L8

)
.

Por otro lado, si sopϕ Ď Rnztx P Rn : |x| ď 1u, entonces xKa, ϕy = 0. De este modo,

sopKa1 Ď tx P Rn : |x| ď 1u.

Considerando que sopKa es, por definición, un conjunto cerrado (al ser intersección de conjuntos

cerrados), se concluye que sopKa es un conjunto compacto.

En consecuencia, el operador fuertemente singularKa ˚f 1 está bien definido si f P S (Rn). Con

el objetivo de profundizar en sus propiedades de continuidad, será necesario introducir el segundo

operador de este apartado, el cual da origen a esta clase de operadores.

Sean 0 ă a ă 1 y θ P C8(Rn) definida por
1Si bien, de acuerdo con la literatura clásica, definimos el núcleo Ka como una ‘‘función”, este se interpretará en el

sentido del valor principal, es decir, como distribución cuando x P sop f
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θ(ξ) =

$

&

%

0 si |ξ| ď 1
2
,

1 si |ξ| ě 1.
´1 ´ 1

2
1
2

1

1

ξ

θ(ξ)

Figura 2.2: Ilustración de la función θ („) en el

plano R2.

Para f P S (Rn), el operador ‘‘multiplicador” Ta se define mediante la expresión

(Taf)
p (ξ) =

(
ei|ξ|a

|ξ|
na
2

θ(ξ)

)
f̂(ξ).

En virtud del inciso (b) de la Proposición 1.12, consideraremos la siguiente caracterización de Ta,

atribuida a S. Wainger en [26],

Taf(x) =

(
ei|ξ|a

|ξ|
na
2

θ(ξ)

)
q

˚ f(x) « Ka ˚ f(x) + La ˚ f(x), (2.3)

donde La P L1(Rn) satisface

|La(x)| À
1

(1 + |x|)n+1
+

|x|a
1

|x|n
χt|x|ď1u(x). (2.4)

En todos los casos, las constantes involucradas dependen solo de a y n.

Para valores de x cercanos al origen, en virtud de (2.3) es fácil ver que el comportamiento del

núcleo de Ta está esencialmente gobernado por Ka. Además, considerando la demostración de la

Proposición 2.1, se obtiene la siguiente estimación
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∇
(
ei|ξ|a

|ξ|
na
2

θ(ξ)

)
q

(x)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

À
1

|x|(n+1)+a1 , 0 ă |x| ď 1.

Por otro lado, de la definición de Ta como multiplicador, se obtiene la cota
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ei|ξ|a

|ξ|
na
2

θ(ξ)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

À
1

(1 + |ξ|)
na
2

, c.t.p. ξ P Rn.

Bajo estas condiciones, y teniendo en cuenta la relación 1 = (1 ´ a)(1 + a1), C. Fefferman en [10]

establece el siguiente teorema.
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Teorema 2.2 (Tipo fuerte (p, p) del operador Ta). El operador Ta es de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte

(p, p) para 1 ă p ă 8.

Observación 2.3. Cuando p = 8, se sabe que el operador Ta mapea L8 en BMO. Este resultado,

demostrado por C. Fefferman y E. M. Stein en [11], será retomado más adelante.

El siguiente lema es fundamental en el estudio de estos operadores, ya que permite analizar las

propiedades de continuidad de Ta a partir de la deKa ˚ f y viceversa.

Lema 2.4. Sea 0 ă a ă 1. Entonces, existe una constante positivaC = C(a, n) tal que la desigualdad

|Taf(x)| ď C (|Ka ˚ f(x)| +Mf(x)) (2.5)

vale para toda f P Lp, 1 ď p ď 8. Más aún, los roles de Taf y Ka ˚ f pueden intercambiarse en

(2.5).

Demostración. Si f P Lp(Rn), 1 ď p ď 8, en virtud de (2.3), existe una constante positiva C =

C(a, n) tal que

|Taf(x)| « |Ka ˚ f(x) + La ˚ f(x)| ď |Ka ˚ f(x)| + |La ˚ f(x)|,

donde La P L1(Rn) satisface (2.4). Luego, para obtener (2.5), es suficiente probar que

|La ˚ f(x)| À Mf(x). (2.6)

Por definición, resulta

|La ˚ f(x)| À

ż

Rn

|f(y)|

(1 + |x ´ y|)n+1
dy +

ż

Rn

|x ´ y|a
1

|x ´ y|n
χt|x´y|ď1u(x ´ y)|f(y)| dy = I + II,

donde a1 = a
1´a

.

Comencemos con la estimación de I . Sea Q un cubo centrado en x P Rn con l(Q) = 1. Entonces,

I =

ż

2Q

|f(y)|

(1 + |x ´ y|)n+1
dy +

ż

Rnz2Q

|f(y)|

(1 + |x ´ y|)n+1
dy = I1 + I2. (2.7)

En primer lugar, notemos que (1 + |x ´ y|)´(n+1) ď 1. De este modo,

I1 ď

ż

2Q

|f(y)| dy = 2n
(

1

2n

ż

2Q

|f(y)| dy

)
ď 2nMf(x).

Por otro lado, considerando B(x, 1) Ď 2Q (véase la Proposición 1.1), se tiene que

Rnz2Q Ď RnzB(x, 1) = ty P Rn : |x ´ y| ě 1u.
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En consecuencia,

I2 ď

ż

t|x´y|ě1u

|f(y)|

(1 + |x ´ y|)n+1
dy

ď

8
ÿ

k=0

ż

t2kď|x´y|ă2k+1u

|f(y)|

|x ´ y|n+1
dy

ď

8
ÿ

k=0

1

(2k)n+1

ż

B(x,2k+1)

|f(y)| dy.

Teniendo en cuenta que B(x, 2k+1) Ď 2k+2Q, obtenemos

I2 ď

8
ÿ

k=0

1

(2k)n+1

ż

2k+2Q

|f(y)| dy = 4n
8
ÿ

k=0

2´k

(
1

(2k+2)n

ż

2k+2Q

|f(y)| dy

)
ď 22n+1Mf(x).

Por lo tanto, volviendo a (2.7),

I À I1 + I2 ď 2nMf(x) + 22n+1Mf(f) = CMf(x).

Solo nos resta estimar II . Notemos que,

II «

ż

Rn

|x ´ y|a
1

|x ´ y|n
χttPRn:|t|ď1u(x ´ y)|f(y)| dy. (2.8)

Para x P Rn, utilizando la subaditividad numerable, y considerando que a1 = a
1´a

es una constante

positiva, tenemos que

II ď

8
ÿ

k=0

ż

t2´(k+1)ď|x´y|ď2´ku

|x ´ y|a
1

|x ´ y|n
|f(y)| dy ď

8
ÿ

k=0

2´a1k

(
1

2´n(k+1)

ż

B(x,2´k)

|f(y)| dy

)
.

II =

ż

tyPRn:|x´y|ď1u

|x ´ y|a
1

|x ´ y|n
|f(y)| dy

ď

8
ÿ

k=0

ż

tyPRn:2´(k+1)ď|x´y|ď2´ku

|x ´ y|a
1

|x ´ y|n
|f(y)| dy

ď

8
ÿ

k=0

2´a1k

(
1

2´n(k+1)

ż

B(x,2´k)

|f(y)| dy

)
.

SiQ es un cubo centrado en x con l(Q) = 1, entoncesB(x, 2´k) Ď 2´k+1Q. Luego, de la desigualdad

anterior, obtenemos

II ď 4n
8
ÿ

k=0

2´a1k

(
1

2n(´k+1)

ż

2´k+1Q

|f(y)| dy

)
ď CMf(x).
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A continuación, veamos que los roles de Taf yKa ˚ f en (2.5) se pueden intercambiar. En virtud

de (2.3), se tiene que

|Ka ˚ f(x)| « |Taf(x) ´ L ˚ f(x)| ď |Taf(x)| + |L ˚ f(x)|.

Utilizando la estimación (2.6), obtenemos

|Ka ˚ f(x)| ď C (|Taf(x)| +Mf(x)) ,

donde C = C(a, n) es una constante positiva.

Luego, este resultado se aplica como se muestra a continuación.

Teorema 2.5 (Tipo fuerte (p, p) del operadorKa ˚ f ). Sean 0 ă a ă 1 y 1 ă p ă 8. Entonces, existe

una constante positiva C = C(a, n, p) tal que la desigualdad

}Ka ˚ f}Lp ď C}f}Lp

vale para toda f P Lp.

Demostración. Sea f P Lp. En virtud del Lema 2.4, se tiene que

}Ka ˚ f}Lp À }Ta ˚ f}Lp + }Mf}Lp .

Considerando los Teoremas 2.2 y 1.22, que establecen el tipo fuerte (p, p) para 1 ă p ă 8 de los

operadores Ta yM , respectivamente, concluimos que

}Ka ˚ f}Lp ď C}f}Lp ,

donde C = C(a, n, p) es una constante positiva.

2.2. Algunas estimaciones útiles

Presentamos algunas definiciones y resultados técnicos fundamentales para el desarrollo de nues-

tro estudio. Las Proposiciones 2.6, 2.7, 2.8 y 2.9 se emplearán en la Sección 3.1 del siguiente capítulo.

Por su parte, la Proposición 2.10 será utilizada en la demostración del Lema 3.4 y del Teorema 4.2.

Como es habitual, consideraremos 0 ă a ă 1 y a1 = a
1´a

.
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Sean ṽ, ξ P R arbitrarios. Para t P R, definimos

Φ(t) = ta
1

+ ṽ log t ´
ξ

t
. (2.9)

Sea η ą 0 suficientemente grande de modo que

12

(
2a1

3

) a1

1+a1

ď η. (2.10)

Por definición, η verifica la siguiente propiedad

a1

4
ď
a1

3
´

( η
a1

)(2a1

3

) a1

1+a1

.

Dado η ą 0, sea ω ą 1 suficientemente grande de modo que

4a1

η
ď ω y a1

(
4

a1

) a1

1+a1

ď ω. (2.11)

Por definición, ω verifica la siguiente propiedad

(a1)2

ηω
+

(
a1

ω

) 1+a1

a1

ď
a1

2
.

Proposición 2.6. Sean η ą 0 y ṽ P R. Si ξ P R satisface la condición

|ξ| ě máx

$

&

%

1,

(
η|ṽ|

a1

) 1+a1

a1

,

.

-

, (2.12)

entonces se cumple que

|ṽ| ď
a1

η
|ξ|

a1

1+a1 .

Demostración. Por hipótesis, está claro que

(
η|ṽ|

a1

) 1+a1

a1

ď máx

$

&

%

1,

(
η|ṽ|

a1

) 1+a1

a1

,

.

-

ď |ξ|.

Dado que a1 ą 0, obtenemos
η|ṽ|

a1
ď |ξ|

a1

1+a1 .

Luego,

|ṽ| ď
a1

η
|ξ|

a1

1+a1 .

31



Proposición 2.7. Sean η y Φ como se definieron (2.10) y (2.9), respectivamente. Supongamos que

ξ P R satisface la condición (2.12) de la Proposición 2.6 y t0 =
(

3|ξ|

2a1

) 1
1+a1

. Entonces,

(a) Si ξ ě 0, existe una constante positiva C tal que la desigualdad

|Φ1(t)| ě C
|ξ|

t2

vale para todo t P (0, t0].

(b) Si ξ ď 0, existe una constante positiva C = C(a) tal que la desigualdad

|Φ2(t)| ě C
|ξ|

t3
(2.13)

vale para todo t P (0, t0].

Demostración. Comencemos con la demostración del inciso (a). Por definición,

Φ1(t) = a1ta
1´1 +

ṽ

t
+
ξ

t2
.

Dado que a1, t y ξ son no negativos, podemos afirmar que

|Φ1(t)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1ta
1´1 +

ξ

t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

+
ṽ

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1ta
1´1 +

ξ

t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
|ṽ|

t
ě

ξ

t2
´

|ṽ|

t
=

1

t2
(ξ ´ t|ṽ|) . (2.14)

Si t P (0, t0], en virtud de la Proposición 2.6, se cumple que |ṽ| ď a1

η
|ξ|

a1

1+a1 . En consecuencia,

t|ṽ| ď t0|ṽ| ď

(
3

2a1

) 1
1+a1

(
a1

η

)
|ξ|

1
1+a1 +

a1

1+a1 =

(
3

2a1

) 1
1+a1

(
a1

η

)
|ξ| (2.15)

Dado que la condición (2.10) es equivalente a

a1

η
ď
a1

12

(
3

2a1

) a1

1+a1

,

sustituyendo en (2.15), se tiene que

t|ṽ| ď
a1

12

(
3

2a1

) 1
1+a1 +

a1

1+a1

|ξ| =
|ξ|

8
ď

|ξ|

2
. (2.16)

Por lo tanto, volviendo a (2.14) y considerando que ξ ě 0, obtenemos

|Φ1(t)| ě
1

t2
(ξ ´ t|ṽ|) ě

1

t2

(
ξ ´

|ξ|

2

)
=

|ξ|

2t2
.
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Para la demostración de (b), notemos que

Φ2(t) = a1(a1 ´ 1)ta
1´2 ´

ṽ

t2
´

2ξ

t3
.

En primer lugar, consideraremos a1 ě 1. Dado que a1(a1 ´ 1), t y ´ξ son no negativos, podemos

afirmar que

|Φ2(t)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1(a1 ´ 1)ta
1´2 +

2|ξ|

t3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
ṽ

t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1(a1 ´ 1)ta
1´2 +

2|ξ|

t3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
|ṽ|

t2
ě

2|ξ|

t3
´

|ṽ|

t2
=

1

t3
(2|ξ| ´ t|ṽ|) .

Si t P (0, t0], sustituyendo (2.16) en el lado derecho de la estimación anterior, obtenemos

|Φ2(t)| ě
1

t3
(2|ξ| ´ t|ṽ|) ě

1

t3

(
2|ξ| ´

|ξ|

2

)
=

3|ξ|

2t3
.

(Observemos que (2.16) no depende del signo de ξ).

A continuación, supongamos que 0 ă a1 ă 1. Dado que a1(a1 ´ 1) = ´a1(1 ´ a1) ă 0 y t ď t0,

podemos asegurar que

|Φ2(t)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´a1(1 ´ a1)ta
1´2 ´

ṽ

t2
+

2|ξ|

t3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
2|ξ|

t3
´ a1(1 ´ a1)ta

1´2 ´
|ṽ|

t2
ě

1

t3

(
2|ξ| ´ a1(1 ´ a1)t1+a1

0 ´ t|ṽ|

)
.

Sustituyendo (2.16) y utilizando la definición de t0 en el lado derecho de la estimación anterior, obte-

nemos

|Φ2(t)| ě
1

t3

(
2|ξ| ´ a1(1 ´ a1)t1+a1

0 ´ t|ṽ|

)
ě

1

t3

(
2|ξ| ´

|ξ|

2
´ a1(1 ´ a1)

3|ξ|

2a1

)
=

3a1|ξ|

2t3
.

Sea C = máx
␣

3
2
, 3a

1

2

(

. Luego, |Φ2(t)| ě C |ξ|

t3
para todo t P (0, t0].

Proposición 2.8. Sean η y Φ como se definieron (2.10) y (2.9), respectivamente. Supongamos que

ξ P R satisface la condición (2.12) de la Proposición 2.6 y t0 =
(

3|ξ|

2a1

) 1
1+a1

. Entonces, existe una

constante positiva C = C(a) tal que la desigualdad

|Φ1(t)| ě Cta
1´1

vale para todo t ą t0.
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Demostración. Por definición,

Φ1(t) = a1ta
1´1 +

ṽ

t
+
ξ

t2
.

Dado que a1 y t ą t0 son positivos, aplicando dos veces la desigualdad triangular, resulta

|Φ1(t)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
a1ta

1´1
ˇ

ˇ

ˇ
+
ṽ

t
+
ξ

t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě a1ta
1´1 ´

|ṽ|

t
´

|ξ|

t2
ě ta

1´1

(
a1 ´

|ṽ|

ta
1

0

´
|ξ|

t1+a1

0

)
. (2.17)

De la definición de t0 y dado que, en virtud de la Proposición 2.6, se tiene que |ṽ| ď

(
a1

η

)
|ξ|

a1

1+a1 ,

a1 ´
|ṽ|

ta
1

0

´
|ξ|

t1+a1

0

= a1 ´ |ṽ|

(
3|ξ|

2a1

)´ a1

1+a1

´ |ξ|

(
3|ξ|

2a1

)´1

ě a1 ´

(
a1

η

)(
2a1

3

) a1

1+a1

´
2a1

3
ě
a1

4
,

donde la última estimación se obtiene de las hipótesis sobre η.

Por lo tanto, volviendo a (2.17), obtenemos

|Φ1(t)| ě ta
1´1

(
a1 ´

|ṽ|

ta
1

0

´
|ξ|

t1+a1

0

)
ě
a1

4
ta

1´1.

Proposición 2.9. Sean η, ω y Φ como se definieron (2.10), (2.11) y (2.9), respectivamente. Suponga-

mos que ξ P R satisface la condición |ξ| ď máx

#

1,
(

η|ṽ|

a1

) 1+a1

a1

+

y t0 = máx
"(

ω
a1

) 1
a1 ,
(

ηω|ṽ|

(a1)2

) 1
a1

*

.

Entonces, existe una constante positiva C = C(a) tal que la desigualdad

|Φ1(t)| ě Cta
1´1

vale para todo t P (t0, N).

Demostración. Por definición,

Φ1(t) = a1ta
1´1 +

ṽ

t
+
ξ

t2
.

Utilizando los mismos argumentos que en (2.17), podemos afirmar que

|Φ1(t)| ě ta
1´1

(
a1 ´

|ṽ|

ta
1

0

´
|ξ|

t1+a1

0

)
. (2.18)

En primer lugar, consideraremos η|ṽ| ď a1. En este caso, se tiene que
(

η|ṽ|

a1

) 1+a1

a1

ď 1 y, en conse-

cuencia, |ξ| ď 1 y t0 =
(
ω
a1

) 1
a1 . De este modo,

a1 ´
|ṽ|

ta
1

0

´
|ξ|

t1+a1

0

= a1 ´ |ṽ|

(ω
a1

)´1

´ |ξ|

(ω
a1

)´ 1+a1

a1

ě a1 ´
(a1)2

ηω
´

(
a1

ω

) 1+a1

a

ě
a1

2
,

donde la última estimación se obtiene de las hipótesis sobre ω.
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Por otro lado, si η|ṽ| ą a1, se tiene que 1 ă

(
η|ṽ|

a1

) 1+a1

a1

y, en consecuencia, |ξ| ď

(
η|ṽ|

a1

) 1+a1

a1

y

t0 =
(

ηω|ṽ|

(a1)2

) 1
a1

. Luego, de las hipótesis sobre ω, resulta

a1 ´
|ṽ|

ta
1

0

´
|ξ|

t1+a1

0

= a1 ´ |ṽ|

(
ηω|ṽ|

(a1)2

)´1

´ |ξ|

(
ηω|ṽ|

(a1)2

)´ 1+a1

a1

ě a1 ´
(a1)2

ηω
´

(
a1

ω

) 1+a1

a

ě
a1

2
.

Volviendo a (2.18), obtenemos

|Φ1(t)| ě ta
1´1

(
a1 ´

|ṽ|

ta
1

0

´
|ξ|

t1+a1

0

)
ě
a1ta

1´1

2
.

Proposición 2.10. Sea 0 ă λ ă n. Entonces, existe una constante positiva C = C(n, λ) tal que la

desigualdad
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|x ´ y|n´λ
´

1

|x|n´λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C
|y|

|x|(n+1)´λ

vale para x, y P Rnzt0u con |x| ě 2|y|.

Demostración. Sean x, y P Rnzt0u tales que |x| ě 2|y|. Por el teorema del valor medio, se tiene que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|x ´ y|n´λ
´

1

|x|n´λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
n ´ λ

ξ(n+1)´λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

||x ´ y| ´ |x|| ,

donde ξ es un valor medio entre |x| y |x ´ y|.

Dependiendo de la positiva de x e y, se cumple que |x ´ y| ă |x| o |x| ă |x ´ y|. En ambos

casos, teniendo en cuenta que |x| ě 2|y|, y utilizando el mismo razonamiento que en (2.1), tenemos

que |x|

2
ď ξ. Por lo tanto, considerando que ||x ´ y| ´ |x|| ď |y|, obtenemos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|x ´ y|n´λ
´

1

|x|n´λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď (n ´ λ)
|y|

ξ(n+1)´λ
ď 2(n+1)´λ(n+ 1)

|y|

|x|(n+1)´λ
= C

|y|

|x|(n+1)´λ
,

donde C = 2(n+1)´λn es una constante positiva.
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Capítulo 3

Operadores fuertemente singulares en Lp(w),

con 1 ă p ă 8 y w P Ap

En este capítulo, siguiendo los lineamientos de Sagun Chanillo en [2], demostraremos el siguiente

resultado.

Teorema 3.1. Sean 0 ă a ă 1, 1 ă p ă 8 y w P Ap. Entonces, existe una constante positiva

C = C(a, n, p, [w]Ap) tal que la desigualdad

}Ka ˚ f}Lp(w) ď C}f}Lp(w)

vale para toda f P Lp(w).

Luego, en virtud del Lema 2.4, derivaremos la siguiente estimación de tipo fuerte (p, p).

Corolario 3.2. Sean 0 ă a ă 1, 1 ă p ă 8 y w P Ap. Entonces, existe una constante positiva

C = C(a, n, p, [w]Ap) tal que la desigualdad

}Taf}Lp(w) ď C}f}Lp(w)

vale para toda f P Lp(w).

A continuación, enunciamos un resultado de acotación en Lp para un operador auxiliar defini-

do a partir de Ka ˚ f . Este resultado, que será probado en la siguiente sección de este capítulo, es

fundamental para la demostración de dos resultados clave de esta monografía.
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Teorema 3.3 (Tipo fuerte (p, p1) del operador K̃a,p ˚ f ). Sean 0 ă a ă 1, a1 = a
1´a

, γ = aa
1

´ a1+a1 y

1 ă p ă 2 tales que 2 + a1 ă p1. Formalmente, definimos el núcleo K̃a,p como la ‘‘función”

K̃a,p(x) =
e
iγ|x|´a1

|x|
n(2+a1)

p1

, x P Rn.

Entonces, existe una constante positiva C = C(a, n) tal que la desigualdad

}K̃a,p ˚ f 1}Lp1 ď C}f}Lp

vale para toda f P Lp.

El siguiente lema es un análogo del Teorema 1.31 para operadores fuertemente singulares.

Lema 3.4. Sea 0 ă a ă 1. Entonces, existen 1 ă s0 ă 2 y una constante positiva C = C(a, n) tales

que la desigualdad

M # (Ka ˚ f) (x) ď CMsf(x) (3.1)

vale para todo 1 ă s ď s0 y toda f P C8
c (Rn).

Demostración del Lema 3.4. Sean 1 ă s ă 2 tal que 2 + a1 ă s1 y f P C8
c (Rn). Dado que el

operador Ka ˚ f es invariante por traslaciones (véase la Observación 1.30), es suficiente demostrar

que la estimación (3.1) se verifica en el origen de coordenadas. Por definición,

M # (Ka ˚ f) (0) = sup
QQ0

1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f(x) ´ (Ka ˚ f)Q| dx.

Para obtener la estimación deseada, probaremos que existe una constante positiva C = C(a, n) tal

que la desigualdad
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f(x) ´ (Ka ˚ f)Q| dx ď CMsf(0) (3.2)

vale para todo cubo Q centrado en 0 con lados paralelos a los ejes coordenados de longitud l(Q).

Luego, en virtud de la Observación 1.27, obtenemos (3.1).

Sea δ ą 0 tal que 2δ ď δ1´a ď 1
2

?
n
. La estimación de (3.2) se consigue separando el análisis en

dos casos.
1Si bien, de acuerdo con la literatura clásica, definimos el núcleo K̃a,p como una ‘‘función”, este se interpretará en el

sentido del valor principal, es decir, como distribución cuando x P sop f
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Caso 1. Supongamos que l(Q) ă δ. Por hipótesis, está claro que 2Q Ď 1
l(Q)a

Q Ď 1
2

?
nl(Q)

Q.

Definimos

E1 = 2Q, E2 = Rnz 4
l(Q)

Q, E3 =
4

l(Q)
Qz 1

2
?
nl(Q)

Q,

E4 =
1

2
?
nl(Q)

Qz 1
l(Q)a

Q, y E5 =
1

l(Q)a
Qz2Q.

Sea f(x) =
ř5

j=1 fj(x), donde fj(x) = fχEj
(x). Por linealidad, es suficiente demostrar que la

estimación (3.2) se cumple para cada una de las funciones recién definidas.

Comencemos con la estimación correspondiente a f1. De la desigualdad triangular, resulta

I =
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f1(x) ´ (Ka ˚ f1)Q| dx ď
2

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f1(x)|dx. (3.3)

Aplicando la desigualdad de Jensen y por el tipo fuerte (p, p) del operadorKa ˚ f para 1 ă p ă 8, se

tiene que

I À

(
1

|Q|

ż

Rn

|Ka ˚ f1(x)|
s dx

) 1
s

À

(
1

|Q|

ż

Rn

|f1(x)|
s dx

) 1
s

.

Dado que 1
s
+ 1

s1 = 1 y considerando el soporte de f1, obtenemos

I À

(
1

|Q|

ż

Rn

|f1(x)|
s dx

) 1
s

«

(
1

|2Q|

ż

2Q

|f(x)|s dx

) 1
s

À Msf(0).

Para la estimación que involucra a f2, procediendo como en (3.3), se tiene que

II =
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f2(x) ´ (Ka ˚ f2)Q| dx ď
2

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f2(x)| dx

ď
2

|Q|

ż

Q

ż

E2

|Ka(x ´ y)| |f(y)| dy dx. (3.4)

Teniendo en cuenta la definición del núcleoKa, resulta

II À
1

|Q|

ż

Q

ż

E2

|Ka(x ´ y)| |f(y)| dy dx «
1

|Q|

ż

Q

ż

E2

|f(y)|

|x ´ y|n
χt|x´y|ď1u(x ´ y) dy dx.

Dado que x P Q, se cumple }x}8 ă
l(Q)
2

ă δ
2

ă 1
4

?
n
. Luego, si |x ´ y| ď 1, obtenemos

}y}8 ď }x ´ y}8 + }x}8 ď |x ´ y| + }x}8 ď 1 +
1

4
?
n

ă 2. (3.5)

En consecuencia, ty P Rn : |x ´ y| ď 1u Ď RnzE2, y la función característica χt|x´y|ď1u(x ´ y) = 0

para y P E2. Por lo tanto,

II = 0 ď Mf(0).
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Para la estimación correspondiente a f3, siguiendo el mismo razonamiento que en (3.4), resulta

III À
1

|Q|

ż

Q

ż

E3

|Ka(x ´ y)| |f(y)| dy dx.

A partir de la definición deKa y considerando el soporte de f3, obtenemos

III À
1

|Q|

ż

Q

ż

E3

|f(y)|

|y|n
dy dx =

1

|Q|

ż

Q

ż

!

1
4

?
n

ď}y}8ă2
)

|f(y)|

|y|n
dy dx

À
1

|Q|

ż

Q

(
1

| 4
l(Q)

Q|

ż

4
l(Q)

Q

|f(y)| dy

)
dx

À Mf(0), (3.6)

donde la anteúltima estimación se obtiene al considerar que
ˇ

ˇ

ˇ

1
2

?
nl(Q)

Q
ˇ

ˇ

ˇ
=

?
nn

8nnn

ˇ

ˇ

ˇ

4
l(Q)

Q
ˇ

ˇ

ˇ
.

A continuación, veamos que (3.2) se cumple para f4. Si λ es una constante (que puede depender

de Q), se tiene que

IV =
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f4(x) ´ (Ka ˚ f4)Q| dx ď
2

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f4(x) ´ λ| dx.

La estimación deseada se obtiene eligiendo adecuadamente el valor de λ. Dado que f P C8
c y consi-

derando el soporte de f4, resulta

|Ka ˚ f4(0)| À }f}L8

ż

!

1
2
l(Q)1´aď}y}8ď 1

4
?
n

)

1

|y|n
dy À }f}L8

| 1
2

?
nl(Q)

Q|

| 1
l(Q)a

Q|
ă 8.

Sea λ = Ka ˚ f4(0). Por la asociatividad del producto de convolución, obtenemos

IV À
1

|Q|

ż

Q

ż

E4

|Ka(x ´ y) ´ Ka(y)| |f(y)| dy dx.

Dado que x P Q e y P E4, se cumple 2|x| ď
?
nl(Q) ď

?
nl(Q)1´a1

ď |y| ď 1
2
. Aplicando la

Proposición 2.1, se tiene que
ż

E4

|Ka(x ´ y) ´ Ka(y)| |f(y)| dy À l(Q)

ż

E4

|f(y)|

|y|(n+1)+a1 dy.

En virtud de la Proposición 1.1, sabemos que

E4 Ď Rnz 1
l(Q)a

Q Ď
␣

y P Rn : |y| ě 1
2
l(Q)1´a

(

.

Utilizando este hecho y la relación 1 = (1 ´ a)(1 + a1), podemos controlar el lado derecho de la

estimación anterior por

l(Q)

ż

Rnz 1
l(Q)a

Q

|f(y)|

|y|(n+1)+a1 dy À l(Q)

ż

t|y|ě 1
2
l(Q)1´au

|f(y)|

|y|(n+1)+a1 dy

39



À l(Q)
8
ÿ

k=0

ż

t|y|«2kl(Q)1´au

|f(y)|

|y|(n+1)+a1 dy

À l(Q)
8
ÿ

k=0

2´k(1+a1)

l(Q)

(
1

|2k+2 1
l(Q)a

Q|

ż

2k+2 1
l(Q)a

Q

|f(y)| dy

)
À Mf(0).

Por último, para la estimación correspondiente a f5, también se cumple

V =
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f5(x) ´ (Ka ˚ f5)Q| dx À
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f5(x)| dx.

Sea K̃a,s el núcleo definido en el Teorema 3.3. Descomponemos

Ka ˚ f5(x) =

ż

Rn

K̃a,s(x ´ y)

(
1

|x ´ y|n´n(2+a1)/s1 ´
1

|y|n´n(2+a1)/s1

)
f5(y) dy

+

ż

Rn

K̃a,s(x ´ y)
f5(y)

|y|n´n(2+a1)/s1 dy

= g(x) + h(x).

Es suficiente probar que (3.2) se cumple para cada una de las funciones recién definidas.

En primer lugar, dado que 2|x| ď
?
nl(Q) ď 2

?
nl(Q) ď |y|, de la Proposición 2.10, se tiene que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|x ´ y|n´
n(2+a1)

s1

´
1

|y|n´
n(2+a1)

s1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C
l(Q)

|y|(n+1)´
n(2+a1)

s1

,

donde C = C(a, n) es una constante positiva. Dado que B(0, l(Q)) Ď 2Q (véase la Proposición 1.1),

aplicando la estimación recién obtenida, obtenemos

|g(x)| À l(Q)

ż

Rnz2Q

|f(y)|

|y|n+1
dy À l(Q)

ż

t|y|ěl(Q)u

|f(y)|

|y|n+1
dy

À l(Q)
8
ÿ

k=0

ż

t|y|«2kl(Q)u

|f(y)|

|y|n+1
dy

À l(Q)
8
ÿ

k=0

2´k

l(Q)

(
1

|2k+2Q|

ż

2k+2Q

|f(y)| dy

)
À Mf(0). (3.7)

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Jensen, se tiene que

1

|Q|

ż

Q

|h(x)| dx ď

(
1

|Q|

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

K̃a,s ˚

(
f5(y)

|y|n´n(2+a1)/s1

)
(x)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s1

dx

) 1
s1

.
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Debido al tipo fuerte (p, p1) del operador K̃a,p ˚ f para 1 ă p ă 2 tal que 2 + a1 ă p1,

1

|Q|

ż

Q

|h(x)| dx À
1

|Q|
1
s1

(
ż

Rn

|f5(y)|
s

|y|n+n(1´s)(1+a1)
dy

) 1
s

.

Luego, considerando que B(0, l(Q)) Ď 2Q, obtenemos

1

|Q|

ż

Q

|h(x)| dx À
1

|Q|
1
s1

(
k0
ÿ

k=0

ż

t|y|«2kl(Q)u

|f(y)|s

|y|n+(1´s)(1+a1)
dy

) 1
s

À
1

|Q|
1
s1

(
k0
ÿ

k=0

|2kQ|(s´1)(1+a1) 1

|2k+2Q|

ż

2k+2Q

|f(y)|s dy

) 1
s

, (3.8)

donde k0 es un entero tal que 2k0´1l(Q) ă l(Q)1´a ď 2k0l(Q). Expandiendo la suma geométrica,

resulta

1

|Q|
1
s1

(
k0
ÿ

k=0

|2kQ|(s´1)(1+a1)

) 1
s

= |Q|´ 1
s1 +

(s´1)(1+a1)
s

(
(2n(s´1)(1+a1))k0+1 ´ 1

2n(s´1)(1+a1) ´ 1

) 1
s

À |Q|
a1

s1

(
(2k0+1)n(s´1)(1+a1)

) 1
s

À |Q|
a1

s1 ´a1

s1 , (3.9)

donde la anteúltima estimación se obtiene al considerar que 2k0+1 ď 4
l(Q)a

y la relación a1 = a(1+a1).

Por lo tanto,
1

|Q|

ż

Q

|h(x)| dx À Msf(0).

Dado que las constantes involucradas son positivas y dependen solo de a y n, y considerando que

Mf(0) À Msf(0) (véase la Proposición 1.23), se concluye la demostración de (3.2) para el Caso 1.

Caso 2. Supongamos que l(Q) ě δ. Por hipótesis, Q Ď 4
δ
Q. Sea f(x) = f1(x) + f2(x), donde

f1(x) = f(x)χ 4
δ
Q(x) y f2(x) = f(x)χRnz 4

δ
Q(x). De la desigualdad triangular, resulta

1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f(x) ´ (Ka ˚ f)Q| dx À
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f1(x)| dx+
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f2(x)| dx.

Luego, es suficiente probar que la estimación (3.2) se cumple para cada una de las funciones recién

definidas.

En primer lugar, aplicando la desigualdad de Jensen y por el tipo fuerte (p, p) del operadorKa ˚ f

para 1 ă p ă 8, se tiene que

I =
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f1(x)| dx ď

(
1

|Q|

ż

Rn

|Ka ˚ f1(x)|
s dx

) 1
s

À

(
1

|Q|

ż

Rn

|f1(x)|
s dx

) 1
s

.
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Teniendo en cuenta el soporte de f1 y que |Q| = δn

4n
|4
δ
Q|, obtenemos

I À

(
1

|4
δ
Q|

ż

4
δ
Q

|f(x)|s dx

) 1
s

À Msf(0).

Por otro lado, procediendo como en (3.4), se tiene que

II =
1

|Q|

ż

Q

|Ka1 ˚ f2(x)|dx ď
1

|Q|

ż

Q

ż

Rnz 4
δ
Q

|f(y)|

|x ´ y|n
χt|x´y|ď1u(x ´ y) dy dx.

Dado que x P Q, se cumple }x}8 ă
l(Q)
2

ă
l(Q)
2δ

ă
l(Q)
δ
. Luego, si |x ´ y| ď 1, obtenemos

}y}8 ď }x ´ y}8 + }x}8 ď |x ´ y| + }x}8 ď 1 +
l(Q)

δ
ă

2

δ
l(Q). (3.10)

En consecuencia, ty P Rn : |x´ y| ď 1u Ď 4
δ
Q, y la función característica χt|x´y|ď1u(x´ y) = 0 para

y P Rnz4
δ
Q. Por lo tanto,

II = 0 ď Mf(0).

Dado que las constantes involucradas son positivas y dependen solo de a y n, y considerando que

Mf(0) À Msf(0), se concluye la demostración de (3.2) para el Caso 2.

En este punto, podemos establecer la acotación en Lp(w), para 1 ă p ă 8 y w P Ap, del operador

fuertemente singularKa ˚ f .

Demostración del Teorema 3.1. Dado que w P Ap, por el inciso (a) del Teorema 1.36, existe s0 ą 1

tal que w P RHs0 . Además, en virtud del Lema 3.4, existe s1 ą 1 tal que, para todo 1 ă s ď s1, se

cumple la desigualdad

M # (Ka ˚ f) (x) À Msf(x), @f P C8
c (Rn). (3.11)

Por otra parte, de acuerdo con el Corolario 1.37, existe 1 ă s2 ă p tal que el operadorMs es de tipo

fuerte (s, s) con respecto a w para todo s2 ă s ă p. Por lo tanto, tomando s = mínts0, s1, s2u, las tres

condiciones se satisfacen simultáneamente. Notemos que s = s(a, n, p, [w]Ap).

Sea f P C8
c (Rn). Dado que sopKa Ď tx P Rn : |x| ď 1u, entonces sop(Ka ˚ f) Ď Q0 para algún

cubo Q0. Aplicando la desigualdad de Hölder, se tiene que

}Ka ˚ f}
p
Lp(w) ď

ż

Q0

|Ka ˚ f(x)|pw(x) dx ď

(
ż

Rn

|Ka ˚ f(x)|ps
1

dx

) 1
s1
(
ż

Q0

ws(x) dx

) 1
s

.
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Debido al tipo fuerte (p, p) del operadorKa ˚ f para 1 ă p ă 8, obtenemos(
ż

Rn

|Ka ˚ f(x)|ps
1

dx

) 1
s1

À

(
ż

Rn

|f(x)|ps
1

dx

) 1
s1

ă 8.

Por otro lado, teniendo en cuenta que w P RHs, resulta(
ż

Q0

ws(x) dx

) 1
s

ď
C

|Q0|
1
s1

ż

Q0

w(x) dx ă 8.

De este modo, }Ka ˚ f}Lp(w) ă 8. En virtud de la desigualdad de Jensen, considerando w ” 1 y

procediendo de forma análoga, es fácil ver queKa ˚ f P L1
loc.

Por el inciso (a) de la Proposición 1.21, se cumple que |Ka ˚ f(x)| ď |M(Ka ˚ f)(x)| en c.t.p. x.

En consecuencia,

}Ka ˚ f}Lp(w) ď }M(Ka ˚ f)}Lp(w).

Dado que }Ka ˚ f}Lp(w) ă 8, aplicando el Teorema 1.35 y la estimación (3.11), obtenemos

}M(Ka1 ˚ f)}Lp(w) À }M #(Ka1 ˚ f)}Lp(w) À }Msf}Lp(w).

Por lo tanto, como resultado de la elección de s, concluimos que

}Ka ˚ f}Lp(w) À }Msf}Lp(w) ď C}f}Lp(w),

donde C = C(a, n, p, [w]Ap) es una constante positiva.

Si f P Lp(w), en virtud del Teorema 1.6, existe una sucesión tfjuj Ď C8
c (Rn) que converge a f

en Lp(w). Luego, existe una subsucesión tfjkuk tal que lím
kÑ8

fjk(x) = f(x) en c.t.p. x. Por lo tanto,

aplicando el lema de Fatou, se tiene que

}Ka ˚ f}Lp(w) =
›

›

›
Ka ˚

(
lím
kÑ8

fjk

)›
›

›

Lp(w)
ď lím inf

jÑ8
}Ka ˚ fjk}Lp(w) ď C lím

jÑ8
}fjk}Lp(w) = C}f}Lp(w).

Establecido este resultado, la demostración del Corolario 3.2 sigue como se detalla a continuación.

Demostración del Corolario 3.2. Si f P Lp(w), en virtud del Lema 2.4, existe una constante positiva,

que depende solo de a y n, tal que se cumple la desigualdad

}Taf}Lp(w) À }Ka ˚ f}Lp(w) + }Mf}Lp(w).

Aplicando los Teoremas 3.1 y 1.34, que garantizan la acotación en Lp(w), para 1 ă p ă 8 y w P Ap,

de los operadores Ka ˚ f yM , respectivamente, obtenemos

}Taf}Lp(w) ď C}f}Lp(w),

donde C = C(a, n, p, [w]Ap) es una constante positiva.
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3.1. Demostración del Teorema 3.3

El enfoque adoptado para demostrar este resultado utiliza el teorema de interpolación de Stein.

Sean 0 ă a ă 1, a1 = a
1´a

, γ = aa
1

´ a1+a1 , ϵ ą 0 y z P S = tz P C : 0 ď Re z ď 1u. Definimos el

núcleo K̃ϵ
a,z como la función

K̃ϵ
a,z(x) =

eiγ|x|´a1

|x|
n(1+a1

2 )z
χt|x|ąϵu(x), x P Rn.

Si f P L1, el operador T ϵ
a,z se define mediante la expresión

T ϵ
a,zf(x) = K̃ϵ

a,z ˚ f(x).

El siguiente resultado garantiza la ‘‘admisibilidad” de esta familia de operadores lineales.

Lema 3.5. La familia de operadores lineales tT ϵ
a,zuzPS es una familia analítica de operadores de

crecimiento admisible.

Demostración. Sea z = u+ iv P S. Sin pérdida de generalidad, supongamos que f y g son funciones

simples a valores reales. Dado que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|x|
in(1+a1

2 )v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e
´in

(
1+a1

2

)
v log |x|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

= 1, (3.12)

y considerando que 0 ď u ď 1, obtenemos

|K̃ϵ
a,z(x)| =

1

|x|
n(1+a1

2 )u
χt|x|ąϵu(x) ď máx

"

1,
1

ϵn(1+
a1

2 )

*

.

En consecuencia, }K̃ϵ
a,z}L8 ă 8, y este valor no depende de z.

Aplicando la desigualdad de Hölder y la desigualdad de Young, se tiene que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

T ϵ
a,zf(x) g(x) dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }(T ϵ
a,zf)g}L1 ď }K̃ϵ

a,z ˚ f}L8}g}L1 ď }K̃ϵ
a,z}L8}f}L1}g}L1 ă 8.

Por lo tanto, la aplicación

z ÞÑ

ż

Rn

T ϵ
a,zf(x) g(x) dx (3.13)

está bien definida y es continua en la frontera de S. Más aún, existen constantes positivas A ă π y

B = B(f, g) tales que la desigualdad

e´A|v| log
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

T ϵ
a,zf(x) g(x) dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď B ă 8
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vale para todo z P S.

Solo nos resta demostrar la analiticidad de la aplicación (3.13) en el interior de S. Teniendo en

cuenta la relación (3.12), escribimos

K̃ϵ
a,z(x) =

exp i
(
γ|x|´a1

´ n
(
1 + a1

2

)
v log |x|

)
|x|

n(1+a1

2 )u
χt|x|ąϵu(x) = Fx(u, v).

Probaremos que

B

Bu

(
Re

ż

Rn

T ϵ
a,zf(x) g(x) dx

)
(u, v) =

ż

Rn

(
B ReFx

Bu
˚ f

)
(x) g(x) dx (3.14)

y
B

Bv

(
Re

ż

Rn

T ϵ
a,zf(x) g(x) dx

)
(u, v) =

ż

Rn

(
B ReFx

Bv
˚ f

)
(x) g(x) dx. (3.15)

De este modo, en virtud del teorema de la convergencia dominada, el análisis se reduce a verificar que

Fx satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el interior de S, y que los integrandos en el lado

derecho de (3.14) y (3.15) están controlados por alguna función integrable sobre Rn.

Aplicando la identidad de Euler, se tiene que

ReFx(u, v) =
cos
(
γ|x|´a1

´ n
(
1 + a1

2

)
v log |x|

)
|x|

n(1+a1

2 )u
χt|x|ąϵu(x)

y

ImFx(u, v) =
sin
(
γ|x|´a1

´ n
(
1 + a1

2

)
v log |x|

)
|x|

n(1+a1

2 )u
χt|x|ąϵu(x).

Al calcular las derivadas parciales respecto de u y v, obtenemos

B ReFx

Bu
(u, v) =

´n
(
1 + a1

2

)
log |x| cos

(
γ|x|´a1

´ n
(
1 + a1

2

)
v log |x|

)
|x|

n(1+a1

2 )u
χt|x|ąϵu(x) =

B ImFx

Bv
(u, v)

y

B ReFx

Bv
(u, v) =

n
(
1 + a1

2

)
log |x| sin

(
γ|x|´a1

´ n
(
1 + a1

2

)
v log |x|

)
|x|

n(1+a1

2 )u
χt|x|ąϵu(x) = ´

B ImFx

Bu
(u, v).

Más aún, notemos que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B ReFx

Bu
(u, v)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
n
(
1 + a1

2

)
| log |x||

|x|
n(1+a1

2 )u
χt|x|ąϵu(x)

y
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B ReFx

Bv
(u, v)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
n
(
1 + a1

2

)
| log |x||

|x|
n(1+a1

2 )u
χt|x|ąϵu(x).
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Dado que |x| ą ϵ y que las expresiones del lado derecho tienden a cero cuando |x| Ñ 8, se concluye

que
›

›

B ReFx

Bu

›

›

L8 ă 8 y
›

›

B ReFx

Bv

›

›

L8 ă 8. En consecuencia,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B ReFx

Bu
˚ f(x)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|g(x)| ď

›

›

›

›

B ReFx

Bu

›

›

›

›

L8

}f}L1 |g(x)| P L1(Rn)

y
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B ReFx

Bv
˚ f(x)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|g(x)| ď

›

›

›

›

B ReFx

Bv

›

›

›

›

L8

}f}L1 |g(x)| P L1(Rn).

Por lo tanto, volviendo a (3.14) y (3.15) y considerando queFx satisface las ecuaciones de Cauchy-

Riemann en el interior de S, obtenemos

B

Bu

(
Re

ż

Rn

T ϵ
a,zf(x) g(x) dx

)
(u, v) =

B

Bv

(
Im

ż

Rn

T ϵ
a,zf(x) g(x) dx

)
(u, v)

y
B

Bv

(
Re

ż

Rn

T ϵ
a,zf(x) g(x) dx

)
(u, v) = ´

B

Bu

(
Im

ż

Rn

T ϵ
a,zf(x) g(x) dx

)
(u, v).

El siguiente lema, de carácter técnico, será necesario para establecer una de las hipótesis del argu-

mento de interpolación. Su demostración se presentará luego de finalizar la del Teorema 3.3.

Lema 3.6. Sean 0 ă a ă 1 y ϵ ą 0. Entonces, existe una función a valores realesM1, que no depende

de ϵ, tal que la desigualdad

}(K̃ϵ
a,1+iv)

p}L8 ď M1(v). (3.16)

vale para cada v P R. Más aún,M1 verifica la condición (1.7) del Teorema 1.32.

A continuación, procedemos a demostrar el resultado principal de esta sección.

Demostración del Teorema 3.3. Si 2 + a1 ă p1, entonces θ = 2
p1 P S. Por definición, notemos que

K̃ϵ
a,θ(x) =

eiγ|x|´a1

|x|
n(2+a1)

p1

χ|x|ąϵ(x), x P Rn.

En este caso, denotaremos K̃ϵ
a,θ = K̃ϵ

a,p. Más aún, de (1.8) con p0 = 1, p1 = 2, q1 = 8 y q1 = 2,

1

pθ
=

1 ´ 2
p1

1
+

2
p1

2
=

1

p
y

1

qθ
=

2
p1

2
=

1

p1
.

Nuestro primer objetivo será aplicar el teorema de interpolación de Stein para demostrar que existe

una constante positiva C = C(a, n) tal que la desigualdad

}K̃ϵ
a,p ˚ f}Lp1 ď C}f}Lp (3.17)
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vale para toda f P Lp.

En virtud del Lema 3.5, sabemos que tT ϵ
a1,zuzPS es una familia analítica de operadores de creci-

miento admisible. Por consiguiente, para aplicar el teorema de interpolación de Stein, solo nos resta

probar que, para todo v P R y toda f : Rn Ñ C simple, se verifican las siguientes desigualdades de

tipo fuerte

}T ϵ
a,ivf}L8 ď M0(v)}f}L1 (3.18)

y

}T ϵ
a,1+ivf}L2 ď M1(v)}f}L2 , (3.19)

dondeM0 yM1 son funciones a valores reales que no dependen de ϵ y satisfacen la condición (1.7).

Comencemos con la demostración de (3.18). Por definición, y considerando la relación (3.12),

|K̃ϵ
a,iv(x)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eiγ|x|´a1

|x|
in(1+a1

2 )v
χt|x|ąϵu(x)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1.

Por lo tanto, }K̃ϵ
a,iv}L8 = 1 para todo ϵ ą 0. Aplicando la desigualdad de Young, se tiene que

}T ϵ
a,ivf}L8 = }K̃ϵ

a,iv ˚ f}L8 ď }K̃ϵ
a,z}L8}f}L1 = }f}L1

Luego, tomandoM0(v) = 1, la condición (1.7) se satisface trivialmente, y (3.18) queda demostrada.

Ahora, veamos que (3.19) se cumple. Por definición, aplicando el inciso (b) de la Proposición 1.12

y el Teorema 1.13, se tiene que

}T ϵ
a,1+ivf}L2 = }K̃ϵ

a,1+iv ˚ f}L2 = }(K̃ϵ
a,1+iv)

pf̂}L2 .

En virtud del Lema 3.6 y recurriendo nuevamente al Teorema 1.13, obtenemos

}T ϵ
a,1+ivf}L2 ď }(K̃ϵ

a,1+iv)}L8}f̂}L2 ď M1(v)}f}L2 ,

dondeM1 es una función real que satisface las propiedades requeridas. De este modo, se concluye la

demostración de (3.19) y, en consecuencia, de (3.17).

A continuación, utilizaremos la condición 2 + a1 ă p1 para demostrar que el límite lím
ϵÑ0

K̃ϵ
a,p ˚ f

existe en el sentido de la norma Lp1 . Esto es, el operador K̃a,p ˚ f está bien definido como valor

principal, y existe una constante positiva C = C(a, n, p) tal que la desigualdad

}K̃a,p ˚ f}Lp1 ď C}f}Lp
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vale para toda f P Lp.

Sean η ą 0 y f P Lp. Dado queC8
c es denso en Lp, descomponemos f(x) = f1(x)+f2(x), donde

f1 P C8
c y }f2}Lp ă η. En consecuencia, por la completitud del espacio Lp, es suficiente probar que

tK̃ϵ
a,p ˚ fuϵą0 es una familia de Cauchy en la norma Lp1 .

Si ϵ0 ă ϵ1, por la asociatividad del producto de convolución y la desigualdad triangular, obtenemos

}K̃ϵ0
a,p ˚ f ´ K̃ϵ1

a,p ˚ f}Lp1 = }K̃ϵ0
a,p ˚ (f1 + f2) ´ K̃ϵ1

a,p ˚ (f1 + f2)}Lp1

ď }(K̃ϵ0
a,p ´ K̃ϵ1

a,p) ˚ f1}Lp1 + }K̃ϵ0
a,p ˚ f2}Lp1 + }K̃ϵ1

a,p ˚ f2}Lp1 . (3.20)

Por definición,

K̃ϵ0
a,p(x) ´ K̃ϵ1

a,p(x) =
eiγ|x|´a1

|x|
n(2+a1)

p1

χt|x|ąϵ0u(x) ´
eiγ|x|´a1

|x|
n(2+a1)

p1

χt|x|ąϵ1u(x)

=
eiγ|x|´a1

|x|
n(2+a1)

p1

χtϵ0ă|x|ăϵ1u(x).

Dado que 1 ´ 2+a1

p1 ą 0, haciendo un cambio de variables, resulta

}K̃ϵ0
a,p ´ K̃ϵ1

a,p}tL1 À

ż ϵ1

ϵ0

r
n
(
1´ 2+a1

p1

)
´1
dr « r

n
(
1´ 2+a1

p1

)ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ϵ1

ϵ0

À ϵ
n
(
1´ 2+a1

p1

)
1 .

Luego, aplicando la desigualdad de Young, se tiene que

}(K̃ϵ0
a,p ´ K̃ϵ1

a,p) ˚ f1}Lp1 À }K̃ϵ0
a,p ´ K̃ϵ1

a,p}L1}f1}Lp1 À ϵ
n´

n(a1+2)

p1

1 }f1}Lp1 .

Por otro lado, de (3.17), obtenemos

}K̃ϵj
a,p ˚ f2}Lp1 ď C}f2}Lp ď Cη, j = 0, 1.

En consecuencia, al reemplazar en el lado derecho de (3.20), obtenemos

}K̃ϵ0
a,pf ´ K̃ϵ1

a,pf}Lp1 À ϵ
n´

n(a1+2)

p1

1 }f1}Lp1 + η,

que tiende a cero conforme ϵ1, η Ñ 0. Luego, tK̃ϵ
a,p ˚ fuϵą0 es una familia de Cauchy en la norma Lp1

y, por lo tanto, es convergente en la norma Lp1 a K̃a,p ˚ f .

3.1.1. Demostración de Lema 3.6

En este apartado, sin pérdida de generalidad y adoptando el enfoque propuesto por Sagun Chanillo

en [2], presentaremos la demostración del Lema 3.6 para el caso n = 1. En dimensiones mayores, el
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análisis puede reducirse a esta configuración, aunque surgen diferencias significativas en la definición

de los parámetros y las regiones de integración. La correcta formulación de estos elementos requiere

un dominio avanzado de técnicas de análisis asintótico que escapan los objetivos de esta tesina, por lo

que nos limitaremos a trabajar en una dimensión.

Seguidamente, enunciamos el lema de van der Corput, cuya demostración se encuentra en [27].

Teorema 3.7 (Lema de van der Corput). Sea I Ď R un intervalo abierto y Φ P C2(I) una función

real.

(a) Si Φ1 es monótona sobre I y existe λ ą 0 tal que Φ1(t) ě λ o Φ1(t) ď ´λ para todo t P I ,

entonces
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

I

eiΦ(t) dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
C

λ
,

donde C es una constante positiva que no depende de Φ.

(b) Si existe ρ ą 0 tal que Φ2(t) ě ρ o Φ2(t) ď ´ρ para todo t P I , entonces
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

I

eiΦ(t) dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
C

ρ1/2
,

donde C es una constante positiva que no depende de Φ.

A continuación, demostramos el resultado principal de este apartado.

Demostración del Lema 3.6. Sean 0 ă a ă 1, a1 = a
1´a

, γ = aa
1

´ a1+a1 . Para x P R, consideremos

la función

K̃ϵ
a,1+iv(x) =

exp i
(
γ|x|´a1

´
(
1 + a1

2

)
v log |x|

)
|x|1+

a1

2

χt|t|ąϵu(x),

donde ϵ ą 0 y v P R es arbitrario. Demostraremos que existe una constante positiva C = C(a) tal

que se cumple la desigualdad

}(K̃ϵ
a,1+iv)

p}L8 ď C
(
1 + |v|

1
2

)
=M1(v). (3.21)

Así, la función recién definidaM1 satisface la condición (1.7) del teorema de interpolación de Stein.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que γ = 1. La demostración para el caso general se

obtiene mediante un cambio de coordenadas. Definimos

δ = mín

#(
1

a1

) 1
a1

,

(
3

2a1

) 1
1+a1

+

.
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Además, supongamos que 0 ă ϵ ă 1
δ
. En consecuencia,

K̃ϵ
a,1+iv(x) =

exp i
(
|x|´a1

´
(
1 + a1

2

)
v log |x|

)
|x|1+

a1

2

χtϵă|x|ă 1
δu(x)

+
exp i

(
|x|´a1

´
(
1 + a1

2

)
v log |x|

)
|x|1+

a1

2

χt|x|ě 1
δu(x) = f(x) + g(x).

Como consecuencia de la desigualdad triangular, es suficiente demostrar que la estimación (3.21) se

cumple para cada una de las funciones recién definidas.

Por un lado, tenemos que

}g}L1 =

ż

t|x|ě 1
δu

dx

|x|1+
a1

2

= 2

ż 8

1
δ

dr

r1+
a1

2

= lím
kÑ8

2

ż k

1
δ

dr

r1+
a1

2

= C ă 8,

donde C = C(a) es una constante positiva. Por lo tanto, considerando el inciso (e) de la Proposi-

ción 1.12, obtenemos }ĝ}L8 ď }g}L1 = C.

Para la estimación de }f̂}L8 , por definición, se tiene que

f̂(ξ) =

ż

R
f(x)e´ixξ dx =

ż

tϵă|x|ď 1
δu

exp i
(
|x|´a1

´
(
1 + a1

2

)
v log |x| ´ xξ

)
|x|1+

a1

2

dx.

Sean x = 1
t
, N = 1

ϵ
y ṽ =

(
1 + a1

2

)
. Considerando que ´ṽ log

ˇ

ˇ

1
t

ˇ

ˇ = ṽ log |t|, obtenemos

f̂(ξ) =

ż

tδă|t|ăNu

exp i
(

|t|a
1

+ ṽ log |t| ´
ξ
t

)
|t|1+

a1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
1

t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt

=

ż

tδă|t|ăNu

exp i
(
|t|a

1

+ ṽ log |t| ´
ξ
t

)
|t|1´a1

2

dt.

Nos enfocaremos en el caso en que t ą 0. Dado que consideraremos ξ P R, el análisis también abarca

el caso en que t ă 0. Procedemos entonces a estimar
ż N

δ

exp i
(
ta

1

+ ṽ log t ´
ξ
t

)
t1´a1

2

dt =

ż N

δ

eiΦ(t)

t1´a1

2

dt, (3.22)

donde Φ(t) = ta
1

+ ṽ log t ´
ξ
t
.

Sea η ą 0 el parámetro definido en (2.10). La estimación de (3.22) se consigue separando el

análisis en dos casos.

Caso 1. Supongamos que |ξ| ě máx

#

1,
(

η|ṽ|

a1

) 1+a1

a1

+

. Sea t0 =
(

3|ξ|

2a1

) 1
1+a1

. Si t0 ă N dividimos

(3.22) como sigue
ż t0

δ

eiΦ(t)

t1´a1

2

dt+

ż N

t0

eiΦ(t)

t1´a1

2

dt = I + II.
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Si N ď t0, solo consideramos
ż N

δ

eiΦ(t)

t1´a1

2

dt = III.

Dado que a1 ą 0 y |ξ| ě 1, tenemos que

δ = mín

#(
1

a1

) 1
a1

,

(
3

2a1

) 1
1+a1

+

ď

(
3

2a1

) 1
1+a1

ď

(
3|ξ|

2a1

) 1
1+a1

= t0.

Las estimaciones para I y III son similares y las abordaremos primero considerando dos casos.

Caso 1.1. Supongamos que ξ ě 0. Integrando I por partes,

I =

ż t0

δ

(
´

i

t1´a1

2 Φ1(t)

) (
iΦ1(t)eiΦ(t)

)
dt

= ´
ieiΦ(t)

t1´a1

2 Φ1(t)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

δ

´

ż t0

δ

eiΦ(t)

[
´i

(
´1 +

a1

2

)
1

t2´a1

2 Φ1(t)
+ i

Φ2(t)

t1´a1

2 (Φ1(t))2

]
dt

= ´
ieiΦ(t)

t1´a1

2 Φ1(t)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

δ

+ i

(
´1 +

a1

2

)
ż t0

δ

eiΦ(t)

t2´a1

2 Φ1(t)
dt ´ i

ż t0

δ

eiΦ(t)Φ2(t)

t1´a1

2 (Φ1(t))2
dt

= I1 + I2 + I3. (3.23)

En virtud del inciso (a) de la Proposición 2.7, existe una constante positiva C tal que la desigualdad

|Φ1(t)| ě C
|ξ|

t2
, (3.24)

vale para todo t P [δ, t0]. Utilizaremos este hecho para estimar |I|.

En primer lugar, aplicando la desigualdad triangular y la estimación (3.24), se tiene que

|I1| ď
C

|Φ1(δ)|
+

1

t
1´a1

2
0 |Φ1(t0)|

ď
C

|ξ|
+
C

|ξ|
t
1+a1

2
0 ď C +

C

|ξ|
t
1+a1

2
0 ,

donde la última estimación se obtiene de considerar |ξ| ě 1. Sustituyendo t0 =
(

3|ξ|

2a1

) 1
1+a1

en el

segundo sumando de la desigualdad anterior, obtenemos

C

|ξ|
t
1+a1

2
0 =

C

|ξ|

(
3|ξ|

2a1

) 2+a1

2(1+a1)

=
C

|ξ|
a1

2(1+a1)

ď C. (3.25)

En consecuencia, |I1| ď C.

Para I2, aplicando la estimación (3.24) y considerando que a1 y δ son positivos, obtenemos

|I2| ď C

ż t0

δ

1

t2´a1

2 |Φ1(t)|
dt ď

C

|ξ|

ż t0

δ

t
a1

2 dt =
C

|ξ|

(
t1+

a1

2

ˇ

ˇ

ˇ

t0

δ

)
ď
C

|ξ|
t
1+a1

2
0 .
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Sustituyendo el valor de t0 en el lado derecho de la estimación anterior y procediendo como en (3.25)

resulta |I2| ď C.

Teniendo en cuenta que a1 ą 0, por la definición de Φ, está claro que

|Φ2(t)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1(a1 ´ 1)ta
1´2 ´

ṽ

t2
´

2ξ

t3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď a1|a1 ´ 1|ta
1´2 +

|ṽ|

t2
+

2|ξ|

t3
ď C

(
ta

1´2 +
|ṽ|

t2
+

|ξ|

t3

)
,

(3.26)

donde C = máx t2, a1|a1 ´ 1|u. En consecuencia, aplicando esta estimación junto con (3.24), obtene-

mos

|I3| ď

ż t0

δ

|Φ2(t)|

t1´a1

2 |Φ1(t)|2
dt ď

C

|ξ|2

ż t0

δ

t3+
a1

2

(
ta

1´2 +
|ṽ|

t2
+

|ξ|

t3

)
dt

=
C

|ξ|2

ż t0

δ

t1+
3a1

2 + |ṽ|t1+
a1

2 + |ξ|t
a1

2 dt.

Dado que t ď t0, se cumple que t|ṽ| ď C|ξ|. En consecuencia,

|I3| ď
C

|ξ|2

ż t0

δ

t1+
3a1

2 dt+
C

|ξ|

ż t0

δ

t
a1

2 dt.

Procediendo como en la estimación de |I2|, el segundo sumando de la desigualdad anterior se controla

por una constante. Por otro lado, considerando que a1 y δ son positivos, y sustituyendo t0 =
(

3|ξ|

2a1

) 1
1+a1

,

obtenemos

C

|ξ|2

ż t0

δ

t1+
3a1

2 dt =
C

|ξ|2

(
t2+

3a1

2

ˇ

ˇ

ˇ

t0

δ

)
ď

C

|ξ|2
t
2+ 3a1

2
0 =

C

|ξ|2

(
3|ξ|

2a1

) 4+3a1

2(1+a1)

=
C

|ξ|
a1

2(1+a1)

ď C,

donde la última estimación se obtiene de considerar |ξ| ě 1. Por lo tanto, |I3| ď C.

En resumen,

|I| ď |I1| + |I2| + |I3| ď C.

La estimación para |III| se obtiene de forma similar, reemplazando t0 por N en cada caso.

Caso 1.2. Supongamos que ξ ď 0. Definimos ζ(u) =
şu

δ
eiΦ(t) dt. Integrando I por partes,

I =

ż t0

δ

eiΦ(t)

t1´a1

2

dt =

ż t0

δ

1

t1´a1

2

ζ 1(t)dt

=
ζ(t)

t1´a1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

δ

´

(
´1 +

a1

2

)
ż t0

δ

ζ(t)

t2´a1

2

dt = I1 + I2.

En virtud del inciso (b) de la Proposición 2.7, la desigualdad |Φ2(u)| ě C |ξ|

u3 vale para todo u P [δ, t0].

En consecuencia, por el lema de van der Corput, obtenemos

|ζ(u)| ď C
|u|

3
2

|ξ|
1
2

, (3.27)
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para u P [δ, t0]. Utilizaremos este hecho para estimar |I|.

En primer lugar, considerando que |ζ(δ)| = 0, aplicando la estimación (3.27) y la definición de t0,

tenemos que

|I1| ď
|ζ(t0)|

t
1´a1

2
0

ď
C

|ξ|
1
2

t
1+a1

2
0 =

C

|ξ|
1
2

(
3|ξ|

2a1

) 1+a1

2(1+a1)

= C.

Para I2, aplicando (3.27), obtenemos

|I2| ď C

ż t0

δ

|ζ(t)|

t2´a1

2

dt ď
C

|ξ|
1
2

ż t0

δ

t
a1

2
´ 1

2 dt.

Considerando que a1 y δ son positivos, y sustituyendo t0 =
(

3|ξ|

2a1

) 1
1+a1

, resulta

C

|ξ|
1
2

ż t0

δ

t
a1

2
´ 1

2 dt =
C

|ξ|
1
2

(
t
1+a1

2

ˇ

ˇ

ˇ

t0

δ

)
ď

C

|ξ|
1
2

t
1+a1

2
0 =

C

|ξ|
1
2

(
3|ξ|

2a1

) 1+a1

2(1+a1)

= C.

En resumen,

|I| ď |I1| + |I2| ď C.

La estimación para |III| se obtiene de forma similar, reemplazando t0 por N en cada caso.

Si N ď t0, entonces |f̂(ξ)| = |III| ď C, donde C = C(a) es una constante positiva. En conse-

cuencia, se cumple que }f̂}L8 ď C. Por lo tanto,

}(K̃ϵ
a,1+iv)

p}L8 ď }f̂}L8 + }ĝ}L8 ď C.

Si t0 ă N , solo nos resta estimar |II|. Integrando por partes como en (3.23),

II = ´
ieiΦ(t)

t1´a1

2 Φ1(t)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N

t0

+ i

(
´1 +

a1

2

)
ż N

t0

eiΦ(t)

t2´a1

2 Φ1(t)
dt ´ i

ż N

t0

eiΦ(t)Φ2(t)

t1´a1

2 (Φ1(t))2
dt

= II1 + II2 + II3.

En virtud de la Proposición 2.8, la desigualdad

|Φ1(t)| ě Ctb´1, (3.28)

vale para todo t P (t0, N). Utilizaremos (3.28) para estimar |II|.

En primer lugar, aplicando la desigualdad triangular y considerando que t0 ă N junto con la

estimación (3.28), obtenemos

|II1| ď
1

N1´a1

2 |Φ1(N)|
+

1

t
1´a1

2
0 |Φ1(t0)|

ď
C

N
a1

2

+
C

t
a1

2
0

ď
C

t
a1

2
0

. (3.29)
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Sustituyendo t0 =
(

3|ξ|

2a1

) 1
1+a1

, resulta

|II1| ď
C

t
a1

2
0

= C

(
3|ξ|

2a1

)´ a1

2(1+a1)

ď C, (3.30)

donde la última estimación se obtiene de considerar |ξ| ě C.

Para II2, aplicando la estimación (3.28), obtenemos

|II2| ď C

ż N

t0

1

t2´a1

2 |Φ1(t)|
dt ď C

ż N

t0

1

t1+
a1

2

dt

ď C

ż 8

t0

1

t1+
a1

2

dt = C lím
kÑ8

ż k

t0

1

t1+
a1

2

dt = C lím
kÑ8

1

t
a1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

k

=
C

t
a1

2
0

.

(3.31)

Sustituyendo el valor de t0 en el lado derecho de la estimación anterior y procediendo como en (3.30),

|II2| ď C.

Aplicando la estimación (3.26) para |Φ2(t)| y (3.28), se tiene que

|II3| ď C

ż N

t0

|Φ2(t)|

t1´a1

2 |Φ1(t)|2
dt ď C

ż N

t0

t1´ 3a1

2

(
ta

1´2 +
|ṽ|

t2
+

|ξ|

t3

)
dt

= C

ż N

t0

1

t1+
a1

2

dt+ C

ż N

t0

1

t
3a1

2

(
|ṽ|

t
+

|ξ|

t2

)
dt.

Procediendo como en la estimación de |II2|, el primer sumando de la desigualdad anterior se controla

por una constante. Por otro lado, dado que el integrando es positivo, el término restante se puede

controlar por

C

ż 8

t0

1

t
3a1

2

(
|ṽ|

t
+

|ξ|

t2

)
dt = C lím

kÑ8

ż k

t0

1

t
3a1

2

(
|ṽ|

t
+

|ξ|

t2

)
dt

= C lím
kÑ8

|ṽ|

t
3a1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

k

+ C lím
kÑ8

|ξ|

t1+
3a1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

k

= C
|ṽ|

t
3a1

2
0

+ C
|ξ|

t
1+ 3a1

2
0

. (3.32)

En virtud de la Proposición 2.6, sabemos que |ṽ| ď C|ξ|
a1

1+a1 . Aplicando esta estimación y sustituyendo

t0 =
(

3|ξ|

2a1

) 1
1+a1

, obtenemos

C
|ṽ|

t
3a1

2
0

+ C
|ξ|

t
1+ 3a1

2
0

ď C|ξ|
a1

1+a1

(
3|ξ|

2a1

)´ 3a1

2(1+a1)

+ C|ξ|

(
3|ξ|

2a1

)´ 2+3a1

2(1+a1)

=
C

|ξ|
a1

2(1+a1)

ď C,

donde la última estimación se obtiene de considerar |ξ| ě C. Por lo tanto, |II3| ď C.

Luego, |II| ď C.
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Si t0 ă N , entonces |f̂(ξ)| = |I| + |II| ď C, donde C = C(a) es una constante positiva. En

consecuencia, se cumple que }f̂}L8 ď C. Por lo tanto,

}(K̃ϵ
a,1+iv)

p}L8 ď }f̂}L8 + }ĝ}L8 ď C.

A continuación, desarrollaremos el caso restante.

Caso 2. Supongamos que |ξ| ď máx

#

1,
(

η|ṽ|

a1

) 1+a1

a1

+

. Sean ω ą 1 el parámetro definido en (2.11)

y t0 = máx
"(

ω
a1

) 1
a1 ,
(

ηω|ṽ|

(a1)2

) 1
a1

*

. Dado que a1 ą 0 y ω ą 1, se tiene que

δ = mín

#(
1

a1

) 1
a1

,

(
3

2a1

) 1
1+a1

+

ď

(
1

a1

) 1
a1

ă

(ω
a1

) 1
a1

ď t0.

Si t0 ă N dividimos (3.22) en I y II como antes y si N ď t0, consideramos solo III .

En primer lugar, considerando que a1 ą 0 y δ ď t0, se tiene que

|I| ď

ż t0

δ

dt

t1´a1

2

= C t
a1

2

ˇ

ˇ

ˇ

t0

δ
ď Ct

a1

2
0 + Cδ

a1

2 ď Ct
a1

2
0 .

Si t0 =
(
ω
a1

) 1
a1 , está claro que |I| ď C. Por otro lado, si t0 =

(
ηω|ṽ|

(a1)2

) 1
a1

, obtenemos

|I| ď Ct
a1

2
0 = C

(
ηω|ṽ|

(a1)2

) 1
2

= C|ṽ|
1
2 .

La estimación para |III| se obtiene de forma similar, reemplazando t0 por N en cada caso.

Si N ď t0, entonces |f̂(ξ)| = |III| ď C|ṽ|
1
2 , donde C = C(a) es una constante positiva. En

consecuencia, se cumple que }f̂}L8 ď C|ṽ|
1
2 . Por lo tanto,

}(K̃ϵ
a,1+iv)

p}L8 ď }f̂}L8 + }ĝ}L8 ď C(1 + |ṽ|
1
2 ).

Si t0 ă N , solo nos resta estimar |II|. Integrando por partes como en (3.23),

II = ´
ieiΦ(t)

t1´a1

2 Φ1(t)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N

t0

+ i

(
´1 +

a1

2

)
ż N

t0

eiΦ(t)

t2´a1

2 Φ1(t)
dt ´ i

ż N

t0

eiΦ(t)Φ2(t)

t1´a1

2 (Φ1(t))2
dt

= II1 + II2 + II3.

En virtud de la Proposición 2.9, la estimación (3.28) para |ϕ1(t)| del caso anterior vale para todo

t P (t0, N). Utilizaremos este hecho para estimar II . Aplicando (3.29), (3.31) y (3.32), tenemos que

|II| ď |II1| + |II2| + |II3| ď
C

t
a1

2
0

+ C
|ṽ|

t
3a1

2
0

+ C
|ξ|

t
1+ 3a1

2
0

.
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Usando que t0 ě
(
ω
a1

) 1
a1 en el primer sumando de la desigualdad anterior, obtenemos

C

t
a1

2
0

ď C
(ω
a1

)´ 1
2
= C.

Por otro lado, aplicando convenientemente las estimaciones para t0 y considerando que, por hipótesis,

|ξ| ď C, tenemos que

C
|ṽ|

t
3a1

2
0

+ C
|ξ|

t
1+ 3a1

2
0

= C
|ṽ|

ta
1

0

 1

t
a1

2
0

+ C
|ξ|

t
1+ 3a1

2
0

ď C|ṽ|

(
ηω|ṽ|

(a1)2

)´1 (ω
a1

)´ 1
2
+ C

(ω
a1

)´ 2+3a1

2a1

= C.

Por lo tanto, |II| ď C.

Si t0 ă N , entonces |f̂(ξ)| = |I|+ |II| ď C|ṽ|
1
2 +C, donde C = C(a) es una constante positiva.

En consecuencia, se cumple que }f̂}L8 ď C
(
1 + |ṽ|

1
2

)
. Por lo tanto,

}(K̃ϵ
a,1+iv)

p}L8 ď }f̂}L8 + }ĝ}L8 ď C
(
1 + |ṽ|

1
2

)
.
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Capítulo 4

Acotación L8 en BMO con pesos para

operadores fuertemente singulares

Análogamente a lo que ocurre en el caso de las integrales singulares, se sabe que los operadores

fuertemente singulares mapean L8 en BMO. Este resultado fue establecido por C. Fefferman y E.

M. Stein en [11] y extendido por L. De-Michele e I. R. Inglis en [8], así como por J. Álvarez y M.

Milman en [28], considerando distintas definiciones generalizadas de estos operadores. En lo que

sigue, exploraremos versiones con pesos de estos resultados que, hasta donde sabemos, no han sido

documentadas en la literatura. Para ello, introducimos una versión ponderada del espacioBMO, cuya

definición puede encontrarse, por ejemplo, en [21].

Si w es un peso, el espacio BMO(w) se define como el conjunto de funciones f P L1
loc(Rn) que

satisfacen

}f}BMO(w) = sup
Q

(
1

|Q|

ż

Q

|f(x) ´ fQ| dx

) ›

›

›

›

1

w
χQ

›

›

›

›

L8

ă 8,

donde fQ denota el promedio de f sobre el cubo Q.

Observación 4.1. Si w ” 1, entonces BMO(w) coincide con BMO, el espacio clásico de funciones

de oscilación media acotada (véase, por ejemplo, [9]).

4.1. Un resultado de suficiencia para los operadores fuertemente

singulares Ka ˚ f y Ta

En esta sección, aplicaremos las nociones adquiridas para demostrar el siguiente resultado.
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Teorema 4.2. Sean 0 ă a ă 1 y w P A1. Entonces, existe una constante positiva C = C(a, n, [w]A1)

tal que la desigualdad

}Ka ˚ f}BMO(w) ď C

›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

L8

vale para toda f : Rn Ñ C medible con f
w

P L8.

Seguiremos un enfoque similar al de la demostración del Lema 3.4. No obstante, el lema técnico

que se presenta a continuación nos permitirá simplificar el argumento, en línea con lo considerado por

J. García-Cuerva et al. en [13].

Lema 4.3. Sean 0 ă a ă 1 y w un peso tal queMw(x) ă 8 en c.t.p. x P Rn. Entonces, existe una

constante positiva C = C(a, n) tal que la desigualdad
ż

t|x|ą2|y|1´au

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)|w(x) dx ď CMw(y) (4.1)

vale en c.t.p. y P Rnzt0u con |y| ď 1.

Demostración. Sea x, y P Rnzt0u tales que |x| ą 2|y|1´a y |y| ď 1. Dado que 0 ă a ă 1, entonces

|x| ą 2|y|1´a ě 2|y|. En consecuencia,

|x|

2
ă |x| ´ |y| ď |x ´ y| ď |x| + |y| ă

3

2
|x|. (4.2)

Recordemos que, por definición,

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eiγ|x´y|´a1

|x ´ y|n
χt|x´y|ď1u(x ´ y) ´

eiγ|x|´a1

|x|n
χt|x|ď1u(x)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

donde a1 = a
1´a

y γ = aa
1

´ a1+a1 .

Dividiremos el análisis en casos según si las funciones características toman el valor 0 o 1.

Caso 1. Supongamos que |x ´ y| ď 1 y |x| ą 1. En este caso, la desigualdad (4.2) implica que
1
2

ă |x ´ y| ď 1. Luego,
ż

t|x|ą2|y|1´au

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)|w(x) dx ď

ż

t 1
2

ă|x´y|ď1u

w(x)

|x ´ y|n
ď 2n

ż

B(y,1)

w(x) dx.

SeaQ el cubo centrado en y con l(Q) = 2. En virtud de la Proposición 1.1, se tiene que B(y, 1) Ď Q.

Por lo tanto,
ż

t|x|ą2|y|1´au

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)|w(x) dx ď
4n

|Q|

ż

Q

w(x) dx ď 4nMw(y).
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Caso 2. Supongamos que |x ´ y| ą 1 y |x| ď 1. A partir de (4.2), es fácil ver que 1
|x|n

ď
(
3
2

)n.
En consecuencia,

ż

t|x|ą2|y|1´au

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)|w(x) dx ď

ż

t1ě|x|ą2|y|1´au

w(x)

|x|n
dx ď

(
3

2

)n ż

B(0,1)

w(x) dx.

Sea Q el cubo centrado en 0 con l(Q) = 2. Luego, y P B(0, 1) Ď Q y, por consiguiente,
ż

t|x|ą2|y|1´au

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)|w(x) dx ď
3n

|Q|

ż

Q

w(x) dx ď 3nMw(y).

Caso 3. Supongamos que |x ´ y| ď 1 y |x| ď 1. En virtud de la Proposición 2.1, resulta

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)| ď C
|y|

|x|(n+1)+a1 ,

donde C = C(a, n) es una constante positiva. De este modo,
ż

t|x|ą2|y|1´au

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)|w(x) dx À |y|

ż

t|x|ą2|y|1´au

w(x)

|x|(n+1)+a1 dx

À |y|

8
ÿ

k=0

ż

t2k+1|y|1´aď|x|ď2k+2|y|1´au

w(x)

|x|(n+1)+a1 dx. (4.3)

SeaQ el cubo centrado en 0 con l(Q) = |y|1´a. Teniendo en cuenta que y P B(0, 2k+2|y|1´a) Ď 2k+3Q

y la relación 1 = (1 ´ a)(1 + a1), obtenemos
ż

t|x|ą2|y|1´au

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x)|w(x) dx À |y|

8
ÿ

k=0

ż

t|x|«2k|y|1´au

1

|x|1+a1

(
w(x)

|x|n

)
dx

À |y|

8
ÿ

k=0

2´k(1+a1)

|y|

(
1

|2k+3Q|

ż

2k+3Q

w(x) dx

)
À Mw(y).

Observación 4.4. Si w ” 1, la expresión (4.1) corresponde a la condición de regularidad para opera-

dores fuertemente singulares, formulada por C. Fefferman en [10].

Observación 4.5. En virtud de la Proposición 1.2 y de la definición del núcleoKa, con ligeras modi-

ficaciones, se puede establecer que existe una constante positiva C = C(a, n) tal que la desigualdad
ż

t|x0´x|ą2|x0´y|1´au

|Ka(x ´ y) ´ Ka(x0 ´ x)|w(x) dx ď CMw(y)

vale en c.t.p. y P Rnztx0u con |x0 ´ y| ď 1.
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Observación 4.6. Si w P A1, entonces Mw(x) ď Cw(x) en c.t.p. x P Rn. De este modo, podemos

reemplazarMw por w en la estimación (4.1), con C = C(a, n, [w]A1).

Seguidamente, probamos que el operador fuertemente singularKa˚f define una aplicación acotada

de L8 en BMO con respecto a pesos en la clase A1.

Demostración del Teorema 4.2. Dado que w P A1, en virtud del inciso (a) del Teorema 1.36, existe

s0 ą 1 tal quew P RHs0 . Por otro lado, si 0 ă a ă 1, podemos hallar s1 ą 1 de modo que 2+a1 ă s1
1.

Luego, tomando s = mínts0, s1u, ambas condiciones se verifican simultáneamente. Observemos que,

si f
w

P L8(Rn) y Q es un cubo, entonces(
ż

Rn

|f(x)χQ(x)|
s dx

) 1
s

=

(
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f(x)

w(x)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s

w(x)s dx

) 1
s

ď

(
ż

Q

w(x)s dx

) 1
s
›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

L8

ă 8,

en virtud de que w P RHs.

Recordemos que, si w P A1, se cumple

sup
Q

(
1

|Q|

ż

Q

w(x) dx

) ›

›

›

›

1

w
χQ

›

›

›

›

L8

ă 8.

Para obtener la estimación deseada, probaremos que la desigualdad

1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f(x) ´ (Ka ˚ f)Q| dx À

(
1

|Q|

ż

Q

w(x) dx

) ›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

L8

(4.4)

vale para todo cubo Q centrado en cQ con lados de longitud l(Q).

Caso 1. Supongamos que
?
n l(Q) ď 1. Sea Q̃ el cubo centrado en cQ con l(Q̃) =

?
n l(Q). Des-

componemos f(x) = f1(x)+ f2(x)+ f3(x), donde f1(x) = f(x)χ4Q̃(x), f2(x) = f(x)χRnz 4
l(Q̃)a

Q̃(x)

y f3(x) = f(x)χ 4
l(Q̃)a

Q̃z4Q̃(x). Por linealidad, demostraremos que (4.4) se cumple para cada una de las

funciones recién definidas.

Comencemos con la estimación de f1. Aplicando la desigualdad de Jensen, se tiene que

1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f1(x) ´ (Ka ˚ f1)Q| dx À
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f1(x)| dx ď

(
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f1(x)|
s dx

) 1
s

.

Debido al tipo fuerte (p, p) del operadorKa ˚ f para 1 ă p ă 8,(
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f1(x)|
s dx

) 1
s

À

(
1

|Q|

ż

Rn

|f1(x)|
s dx

) 1
s

«

(
1

|4Q̃|

ż

4Q̃

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f(x)

w(x)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s

w(x)s dx

) 1
s

.

Luego, dado que f
w

P L8 y w P RHs, obtenemos

1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f1(x) ´ (Ka ˚ f1)Q| dx À

(
1

|4Q̃|

ż

4Q̃

w(x) dx

) ›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

L8

.
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Más aún, considerando que Q Ď 4Q̃ y w P A1, está claro que

1

|4Q̃|

ż

4Q̃

w(x) dx À ínf
4Q̃
w(x) À ínf

Q
w(x) À

1

|Q|

ż

Q

w(x) dx. (4.5)

Por lo tanto,

1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f1(x) ´ (Ka ˚ f1)Q| dx À

(
1

|Q|

ż

Q

w(x) dx

) ›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

L8

.

Ahora, veamos que (4.4) se cumple para f2. Notemos que, si f
w

P L8 y w P A1, entonces

|Ka ˚ f2(cQ)| À

ż

Rn

|f2(x)|

|cQ ´ x|n
χt|cQ´x|ď1u(cQ ´ x) dx À

(
1

| 4
l(Q̃)a

Q̃|

ż

t|cQ´x|ď1u

w(x) dx

)
›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

L8

,

que es una cantidad finita. Sea λ = Ka ˚ f2(cQ). En consecuencia,

1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f2(x) ´ (Ka ˚ f2)Q| dx À
1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f2(x) ´ λ| dx

À
1

|Q|

ż

Q

ż

Rnz 4
l(Q̃)a

Q̃

|Ka(x ´ y) ´ Ka(cQ ´ y)| |f(y)| dy dx.

En virtud de la Proposición 1.1, se tiene que |cQ ´ y| ě 2l(Q̃)1´a ě 2|cQ ´ x|1´a. De este modo,
ż

Rnz 4
l(Q̃)a

Q̃

|Ka(x´y)´Ka(cQ´y)| |f(y)| dy ď

ż

t|cQ´y|ě2|cQ´x|1´au

|Ka(x´y)´Ka(cQ´y)| |f(y)| dy.

Teniendo en cuenta que f
w

P L8, aplicando el Lema 4.1 y dado que w P A1, obtenemos

1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f2(x) ´ (Ka ˚ f2)Q| dx À

(
1

|Q|

ż

Q

Mw(x) dx

) ›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

L8

À

(
1

|Q|

ż

Q

w(x) dx

) ›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

L8

.

Para la estimación correspondiente a f3, descomponemos

Ka ˚ f3(x) =

ż

Rn

K̃a,s(x ´ y)

(
1

|x ´ y|n´n(2+a1)/s1 ´
1

|cQ ´ y|n´n(2+a1)/s1

)
f3(y) dy

+

ż

Rn

K̃a,s(x ´ y)
f3(y)

|cQ ´ y|n´n(2+a1)/s1 dy

= g(x) + h(x),

donde K̃a,s es el núcleo definido en el Teorema 3.3 (notemos que, debido a la elección de s ą 1, la

condición 2 + a1 ă s1 se cumple). Luego, basta con verificar (4.4) para g y h.

Por definición, se tiene que 2|cQ´x| ď l(Q̃) ď 2l(Q̃) ď |cQ´y|. En virtud de la Proposición 2.10,

obtenemos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|x ´ y|n´
n(2+a1)

s1

´
1

|cQ ´ y|n´
n(2+a1)

s1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

À
|cQ ´ x|

|cQ ´ y|(n+1)´
n(2+a1)

s1

À
l(Q̃)

|cQ ´ y|(n+1)´
n(2+a1)

s1

.
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Considerando este hecho y procediendo como en (3.7), resulta

|g(x)| À l(Q̃)

ż

t|cQ´y|ě2l(Q̃)u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f(y)

w(y)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

w(y)

|cQ ´ y|n+1
dx

À l(Q̃)
8
ÿ

k=0

(
ż

t|cQ´y|«2kl(Q̃)u

w(y)

|cQ ´ y|n+1
dx

)
›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

8

À l(Q̃)
8
ÿ

k=0

2´k

l(Q̃)

(
1

|2k+3Q̃|

ż

2k+3Q̃

w(x) dx

) ›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

8

.

De este modo, (4.4) se obtiene de considerar Q Ď 2k+3Q̃ y aplicar la condición A1 como en (4.5).

Aplicando la desigualdad de Jensen para la estimación de h, se tiene que

1

|Q|

ż

Q

|h(x)| dx ď

(
1

|Q|

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

K̃a,s ˚

(
f3(y)

|cQ ´ y|n´n(2+a1)/s1

)
(x)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s1

dx

) 1
s1

.

Luego, por el tipo fuerte (p, p1) del operador K̃a,p ˚ f para 1 ă p ă 2 tal que 2 + a1 ă p1,

1

|Q|

ż

Q

|h(x)| dx À
1

|Q|
1
s1

(
ż

Rn

|f3(y)|
s

|cQ ´ y|n+n(1´s)(1+a1)
dy

) 1
s

À
1

|Q|
1
s1

(
ż

4
l(Q̃)a

Q̃z4Q̃

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f(y)

w(y)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s
|w(y)|s

|cQ ´ y|n+n(1´s)(1+a1)
dy

) 1
s

.

Dado que f
w

P L8 y l(Q̃) =
?
n l(Q), procediendo como en (3.8), obtenemos

1

|Q|

ż

Q

|h(x)| dx À
1

|Q|
1
s1

(
k0
ÿ

k=0

|2kQ|(s´1)(1+a1) 1

|2k+3Q̃|

ż

2k+3Q̃

w(y)s dy

) 1
s ›
›

›

›

f

w

›

›

›

›

8

,

donde k0 es un entero tal que 2k0´1l(Q̃) ă l(Q̃)1´a ď 2k0l(Q̃). Teniendo en cuenta que w P RHs y

Q Ď 2k+3Q̃, utilizando la condición A1 como en (4.5), resulta

1

|Q|

ż

Q

|h(x)| dx À
1

|Q|
1
s1

(
k0
ÿ

k=0

|2kQ|(s´1)(1+a1)

) 1
s (

1

|Q|

ż

Q

w(y) dy

) ›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

8

.

Expandiendo la suma geométrica como en (3.9), es fácil ver que

1

|Q|
1
s1

(
k0
ÿ

k=0

|2kQ|(s´1)(1+a1)

) 1
s

ď C,

donde C = C(a, n, [w]A1) es una constante positiva.
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Caso 2. Supongamos que
?
n l(Q) ą 1. Sea Q̃ el cubo centrado en cQ con l(Q̃) =

?
n l(Q).

Descomponemos f(x) = f1(x) + f2(x), donde f1(x) = f(x)χ4Q̃(x) y f2(x) = f(x)χRnz4Q̃(x).

Notemos que la demostración de (4.4) para f1 ya fue abordada en el caso anterior y es independiente

del diámetro de Q. De este modo, solo resta estimar f2.

Por definición, está claro que

1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f2(x) ´ (Ka ˚ f2)Q| dx À
1

|Q|

ż

Q

ż

Rnz4Q̃

|Ka(x ´ y)| |f(y)| dy dx

À
1

|Q|

ż

Q

ż

Rnz4Q̃

|f(y)|

|x ´ y|n
χt|x´y|ď1u dy dx.

En virtud de la Proposición 1.1, si x P Q e y P Rnz4Q̃, entonces |x ´ y| ě 2l(Q̃) ą 2. Luego,

1

|Q|

ż

Q

|Ka ˚ f2(x) ´ (Ka ˚ f2)Q| dx = 0.

Observación 4.7. Sean 0 ă a ă 1 y La P L1 la función definida en (2.4). Si f P L8, en virtud de la

desigualdad de Young, se tiene que

}La ˚ f}L8 ď }La}L1}f}L8 ă 8.

Por lo tanto, la principal razón por la que el operador Ta no es de tipo fuerte (8,8) radica en la

singularidad del núcleoKa.

Sea w un peso tal queMw(x) ă 8 en c.t.p. x. Si f
w

P L8 y Q es un cubo de Rn, entonces

1

|Q|

ż

Q

|La ˚ f(x)| dx ď

(
1

|Q|

ż

Q

ż

Rn

|La(x ´ y)|w(y) dy dx

) ›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

L8

.

Además, siguiendo la demostración de (2.6), es fácil ver que
ż

Rn

|La(x ´ y)|w(y) dy ď CMw(x),

donde C = C(a, n) es una constante positiva. De este modo,

1

|Q|

ż

Q

|La ˚ f(x)| dx À

(
1

|Q|

ż

Q

Mw(x) dx

) ›

›

›

›

f

w

›

›

›

›

L8

.

En particular, si w P A1, un razonamiento similar al utilizado en (4.4) permite deducir que

}La ˚ f}BMO(w) ď C
›

›

f
w

›

›

L8 . Luego, la acotación de L8 en BMO con pesos en A1 se obtiene a

partir de la caracterización (2.3) y del Teorema 4.2.
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Resultados, discusión y conclusiones

En esta tesina, siguiendo los lineamientos de S. Chanillo en [2], estudiamos la acotación en Lp(w)

con 1 ă p ă 8 y w P Ap de los operadores fuertemente singulares paradigmáticos Ta y Ka ˚ f .

Más aún, a partir de las nociones adquiridas en este estudio, planteamos el problema de acotación

L8 ´ BMO con pesos, siendo esta una línea de investigación no explorada.

El Capítulo 1 se centró en sentar las bases para abordar este estudio. Los conceptos presentados

aquí fueron tratados en las asignaturas ‘‘Teoría de laMedida (MA068)”, ‘‘Ecuaciones Diferenciales en

Derivadas Parciales (MA070)” (en algunos casos por interés personal como parte de los respectivos

exámenes finales) y en el seminario de posgrado ‘‘Tópicos de Análisis Armónico y Aplicaciones a

Desigualdades Mixtas”, como parte de la asignatura ‘‘Optativa I (MA095)”.

En los Capítulos 2 y 3, se recopilaron algunas propiedades fundamentales de estos operadores, es-

tableciendo conexiones con la teoría clásica y nuestros conocimientos previos. En su artículo, Chanillo

expone sus resultados para n = 1, caso en el que no hay distinción entre bolas y cubos. Por nuestra

parte, adaptamos la mayoría de los argumentos al espacio Rn y desarrollamos con rigor la totalidad

de las demostraciones, completando con éxito los comentarios que el autor dejó como ejercicios para

el lector.

Finalmente, en el Capítulo 4 establecemos que la condición w P A1 es suficiente para la acotación

L8 ´ BMO con pesos de los operadores Ta y Ka ˚ f . El enfoque adoptado se inspira en los casos

considerados por J. García-Cuerva et al. en [13], donde se estudian los conmutadores del operador

Ka ˚ f . También consideramos la descomposición del dominio de f utilizada por L. De-Michele e I.

R. Inglis en [8].

En el seminario ‘‘Tópicos de Análisis Armónico y Aplicaciones a Desigualdades Mixtas”, conoci-

mos el conceptos de desigualdades débiles mixtas, estudio iniciado por E. Sawyer en 1985 [23] para el

caso del operador maximal de Hardy-Littlewood, y conjeturado en dicho artículo para los operadores

de Calderón-Zygmund (OCZs). Este problema fue retomado 20 años después por D. Cruz Uribe et al.
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en [6], quienes lograron avances significativos en este ámbito. A día de hoy, se desconocen estima-

ciones similares para operadores fuertemente singulares. Tras completar los objetivos iniciales de esta

tesina, y por interés personal, buscamos referencias sobre trabajos que hayan considerado desigualda-

des de tipo débil usuales para estos operadores. Como se mencionó previamente, el primer artículo en

abordar este problema fue el de C. Fefferman [10], cuyas conclusiones fueron extendidas por P. Sjölin

en [24]. La desigualdad de tipo débil (1, 1) con respecto a pesos en A1 fue establecida por S. Chanillo

en [2]. El artículo de Fefferman no difiere significativamente del caso clásico para OCZ, considerando

la condición de regularidad enunciada en la Observación 4.4. En determinado momento, Fefferman

factoriza el núcleo fuertemente singular en términos de una variante del operador integral fracciona-

rio utilizando el teorema de Plancherel, argumento que no es adecuado para trabajar con pesos. Este

inconveniente es sorteado por Chanillo mediante un ingenioso método para localizar los pesos A1 de

forma compatible con la descomposición de Calderón-Zygmund. Sin embargo, una parte crucial del

enfoque de Chanillo depende del uso de un operador auxiliar y de un resultado de interpolación en es-

pacios de Hardy, conceptos que no podemos abordar con las herramientas disponibles en esta instancia

de grado, pero que considero particularmente interesantes para estudiar en el futuro cercano.
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