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Resumen

Los operadores fuertemente singulares han sido considerados por diversos autores. Entre ellos,
destacan los trabajos de I. I. Hirschman [16], S. Wainger [26], C. Fefferman y E. M. Stein [11], y
S. Chanillo en [2]. Estos operadores se caracterizan por poseer un nucleo con una singularidad mas
pronunciada en la diagonal de R" x R", A = {(z,z) : € R"}, en comparacion con los correspon-
dientes a los operadores de Calderon-Zygmund (OCZs). Esta particularidad afecta sus propiedades de
regularidad y los sitiia fuera del alcance de la teoria clasica.

En [2], S. Chanillo desarrolla la teoria L?(w) para estos operadores, con w en la clase de pesos A4,
de B. Muckenhoupt [19]. El enfoque adoptado se basa en la funcion maximal sharp introducida en
[11]. Por otra parte, en [11], C. Fefferman y E. M. Stein demuestran que los operadores fuertemente
singulares mapean L™ en BM O (véase también [28] y [8] para resultados en contextos mas generales).
Sin embargo, se desconocen resultados similares con pesos para este extremo, siendo esta teoria bien
conocida para OCZs.

Siguiendo los lineamientos de S. Chanillo, en esta tesina desarrollamos detalladamente la acota-
cion en LP(w) con 1 < p < oo para operadores fuertemente singulares. Posteriormente, exploramos
un criterio de suficiencia para la acotacion con pesos de L™ en BM O, considerando como espacio
de llegada el introducido por B. Muckenhoupt y R. L. Wheeden en [20]. Hasta donde se sabe, este

resultado no es conocido en la teoria clasica.

Palabras clave: operador fuertemente singular, nicleo fuertemente singular, pesos, BM O, ope-

radores maximales.

11



Indice general

Agradecimientos I
Resumen I
Introduccion 1
1. Preliminares 3
1.1. Algunos resultados geométricosen R™ . . . . . . . ... .. ... ... ....... 3

1.2. Elementos de la teoria de espacios LP(R™) . . . . . . .. .. ... .. ... ... .. 6

1.3. Espacios L»*(R") y desigualdades de tipo fuerte y débil (p,q) . . . . . . . ... .. 9
1.4. Operadores maximales y sus propiedades . . . . . ... ... ... ......... 11

1.5. Seleccion de operadores integrales singulares . . . . . ... .. ... ... ..... 16

1.6. Interpolacion de familias analiticas de operadores . . . . . . . ... ... ...... 19

1.7. Desigualdades conpesos . . . . . . . . . .. e e 20

2. Operadores fuertemente singulares 24
2.1. Definiciony propiedades . . . . . . . . . ... e 24
2.2. Algunas estimaciones atiles . . . . . . . . . .. .. ... 30

3. Operadores fuertemente singulares en L”(w),con1 <p <woywe A, 36
3.1. Demostraciondel Teorema 3.3 . . . . . . . . . . . . ... 44
3.1.1. Demostracionde Lema 3.6 . . . . . . ... ... ... . 48

4. Acotacion L™ en BM O con pesos para operadores fuertemente singulares 57
4.1. Un resultado de suficiencia para los operadores fuertemente singulares K, = fy 7, . 57

v



Resultados, discusion y conclusiones

Referencias bibliograficas

Indice alfabético

64

65

68



Introduccion

El estudio de las propiedades de continuidad de ciertos operadores integrales singulares constituye
un pilar fundamental del Andlisis Armoénico, con importantes aplicaciones en diversas areas de la
matematica, como la teoria de ecuaciones en derivadas parciales (EDPs), la teoria de operadores y
el analisis complejo en varias variables, entre otras. En este contexto, el término operador integral
singular de convolucion se utiliza para describir formalmente aplicaciones de la forma

flx) — . K(z —y) f(y)dy =T(f),
donde el ntcleo K presenta singularidades tnicamente en el origen y en el infinito. Por su parte, la
funcién f debe ser, al menos inicialmente, lo suficientemente regular para asegurar la convergencia
de la integral, ya sea en el sentido del valor principal o mediante algun otro método apropiado.

El problema central, entonces, consiste en estimar el ‘‘tamafio” de 7'f en términos del ‘‘tamafio”
de f sobre distintos espacios funcionales, como, por ejemplo, los clasicos L”. De este modo, las des-

igualdades que se buscan suelen tener la forma
ITfllze < Cllflee, Ve LP(R").

Uno de los enfoques predominantes para este proposito se sustenta en los métodos de variables reales
introducidos por A. P. Calderén y A. Zygmund en su influyente articulo de la década de 1950, [1].
Estas técnicas fueron extendidas por destacados autores, tales como L. Hérmander en [17] y R. R.
Coifman e Y. Meyer en [3], [4] y [5], lo que dio origen a la concepcion moderna de operadores de
Calderon-Zygmund (OCZs). Sin embargo, existen operadores cuya acotacion en L reviste gran inte-
rés, pero quedan fuera del alcance de este marco tedrico. Este es el caso de los operadores fuertemente
singulares, que surgen en el estudio de la convergencia en norma LP de las series multiples de Fourier,

y que son objeto de estudio en esta monografia.



El ejemplo paradigmatico de esta clase de operadores esta dado por

Tf(x) = (,‘?—29(5))  f@),

donde 0 < a < 1y 6@ € C*(R™) es una funcion de corte estandar. Estos operadores fueron objeto

de estudio de diversos autores de renombre. En el caso periodico, G. H. Hardy y J. E. Littlewood los
analizaron, al igual que A. Zygmund en [27] e L. I. Hirschman en [16]. Para valores de = cercanos al

origen, S. Wainger en [26] ha demostrado que

cilél® ; eilel =
WQ I~ ,
GO

. ’ ’ . L, . . . ,
siendo o’ = 1%y v = a® — a'"*. Debido a las rapidas oscilaciones de su nucleo en este rango, este

operador no pertenece a la clase de Calderon-Zygmund, ya que no satisface la condicion de regularidad

|
|K(x —y) — K(z)| < CW, 2| > 2[y].

A pesar de ello, se ha comprobado que 7T, presenta propiedades de continuidad andlogas a estos ope-
radores. La acotacion en LP para 1 < p < oo fue establecida por I. I. Hirschman en [16] para el caso
unidimensional y por S. Wainger en [26] para dimensiones mayores. Por otro lado, el primer trabajo
en el que 7, aparece como objeto principal de estudio es [10], donde C. Fefferman también establece

que es de tipo débil (1, 1), esto es, la desigualdad
n C
[z e R : |Tof ()l > AH < L[l

se satisface para todo A > 0, donde | - | denota la medida de Lebesgue en R".

La teoria LP(w) para operadores fuertemente singulares con pesos en A, clase introducida por
B. Muckenhoupt en [19], fue desarrollada por S. Chanillo en [2], quien presento sus argumentos para
n = 1y esbozod el caso general como una serie de observaciones. Su enfoque se basa en la utilizacion de
la funcidon maximal sharp, definida en [11]. El primer objetivo de esta tesina serd el estudio exhaustivo
del articulo [2], con el fin de adquirir los conocimientos y herramientas necesarios para la comprension
de esta teoria. Por otra parte, en [11] se probd que los operadores fuertemente singulares mapean L
en BMO. Sin embargo, hasta donde sabemos, no se conocen resultados similares con pesos para
p = o0, siendo esta teoria bien conocida para OCZs. Utilizando las nociones adquiridas en la primera
parte, se intentard resolver el problema L® — BM O con pesos y analizar los pardmetros involucrados.
Para comprender y desarrollar estos conceptos, fue necesario un estudio previo de la teoria clasica de
Analisis Armonico, el cual se llevo a cabo en el seminario de posgrado ‘“Topicos de Analisis Armonico

vy Aplicaciones a Desigualdades Mixtas”, como parte de la asignatura ‘‘Optativa I (MA095)”.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos los conceptos y definiciones necesarios para la comprension de
esta tesina. La mayoria de estos resultados son bien conocidos y fueron estudiados en las asignaturas
“Teoria de la Medida (MA068)”, ‘‘Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales (MA070)” y en
el seminario de posgrado ‘‘Topicos de Analisis Armonico y Aplicaciones a Desigualdades Mixtas”,
como parte de la asignatura ‘‘Optativa I (MA095)”. En la Seccién 1.1 abordaremos algunos aspectos
topologicos del espacio euclideo R", cuyas demostraciones ilustraran el enfoque adoptado a lo largo
de este trabajo. En las Secciones 1.2 y 1.3 recopilaremos definiciones y resultados fundamentales de
analisis real, las demostraciones omitidas podran consultarse en [12] o [22]. En las Secciones 1.4, 1.5
y 1.6, enunciaremos algunos resultados relacionados con las propiedades de continuidad de ciertos
operadores clasicos del andlisis armoénico. Finalmente, en la Seccion 1.7, introduciremos las clases de

pesos que se consideraran, junto con sus propiedades elementales.

1.1. Algunos resultados geométricos en R"

En general, trabajaremos en el espacio euclideo n-dimensional R". Para x € R", denotaremos por
|z| sunorma euclidea y su norma infinito por |z, = max;<i<y |-

SizeR"yr > 0,labola euclidea con centro x y radio r se define como
B(x,r)={yeR": |z —y| <r}.

En algunos casos, sera mas conveniente trabajar con cubos en lugar de bolas. A lo largo de esta mono-

grafia, consideraremos cubos () abiertos con lados paralelos a los ejes coordenados y longitud /(Q),



es decir,

Q:H(ai,bi), a; <bi, l(@) :bi—ai, 1<i<n.
=1

Para A > 0, definimos A() como el cubo concéntrico con Q) y tal que [(AQ) = N(Q).

El siguiente resultado nos permitira trabajar indistintamente con bolas o cubos.

Proposicion 1.1. Sean r > 0y Q. el cubo centrado en x € R" con [(Q,) = 2r. Entonces, vale la

siguiente cadena de contenciones

B(z,r) € Q, < B(x,/nr). (1.1)

Figura 1.1: Ilustracion de la relacion (1.1) en el plano R

Demostracion. Probemos que B(z,7) € Q, = {y e R" : |x — y| < r}. Siy € B(x,r), entonces
n
\xi—yi|2<Z|xi—yi|2:|x—y|2<r2, 1<i<n.
i=1

En consecuencia, maxi <<, |T; — yi| = [|[x — y|o < 7.

Ahora, veamos que @), < B(x,/nr). Siy € Q,, se cumple

n

@ —yl* = Y o —ul® < nflz -yl < nr®.
i=1

Por lo tanto, |x — y| < \/nr. O

A continuacion, presentamos un resultado técnico que facilitara la comparacion entre distancias

asociadas a cubos y sus dilataciones.

Proposicion 1.2. Sean A\ > 1y Q) un cubo centrado en v € R". Entonces, existe una constante

C = C(n,\) = 1 tal que la desigualdad
Clly—z<|z—2<Cly—7| (1.2)

vale para todo y € Q y z € R"\\Q.



Demostracion. Sean y € () y z € R™\ (). Para la estimacion izquierda, aplicando la desigualdad

triangular y el hecho de que |z — y| < \/TEZ(Q) en virtud de la Proposicion 1.1, se tiene que

ly—z| < |ly—z|+ |z — 2| < %HZ(Q)—HJ:—A = (%Z(Q)le) lz — z|.
Dado que = € QQ y z € R"\\(Q, entonces
2 — 2| > dist (0Q, 6(\Q)) = %z(g). (1.3)

Sustituyendo esta cota en la desigualdad anterior, obtenemos

ly — 2| < (A\/_ﬁlJrl) |z — z|.

Para la estimacion restante, considerando que (1.3) también se verifica para y € (), obtenemos

o — 2| < (ﬂz@)ﬂ) ly — 2| < (ﬂﬂ) ly — 2.

2|y — 2| A—1
Definiendo C' = A—\E + 1 se concluye la demostracion de (1.2). [
AQ
z v f%j 2/ Q
:;n
Ay
1@

Figura 1.2: Ilustracion de la relacion (1.3) en el plano R

A partir de ahora, denotaremos por C' una constante positiva que podra variar en las apariciones
subsecuentes, incluso dentro de una misma cadena de desigualdades. En este contexto, introducimos
la siguiente notacion: sean f, g: R — C funciones medibles. Escribiremos f < g para indicar que
existe una constante positiva C' tal que la desigualdad | f(z)| < C|g(x)]| vale para todo = en el dominio

de fyg.Sif <gyg < f,utilizaremos la notacion f ~ g.

Ejemplo 1.3. Si x € R" yr > 0, la notacion recién introducida es especialmente 1til para describir

anillos centrados en x, como se ilustra a continuacion

A={yeR":ar<|z—y|<pri={reR": |z —y|~r}, 0<a<p.



Figura 1.3: Ilustracion del anillo A en el plano R?.

1.2. Elementos de la teoria de espacios L”(R")

Dado £ < R", denotaremos con JF su frontera, con |E| su medida de Lebesgue y con y g su

funcidén caracteristica,
1 si zekFE;

0 si x¢FE.

xE(r) =

Si una propiedad se verifica para todo punto x € E excepto en algun subconjunto de medida cero,
diremos que la propiedad vale en casi todo punto x € E (c.t.p. x € F).
Sia = (aq,...,q,) € Nj es un multiindicey f: R" — C, definimos la derivada de orden « de f

como la funcién
olel

0Mxy...0%x,

D f(x)

(),
donde || =y + ...+, ya* =2 + ... + 2%,

Dado k € Ny u {o0}, denotaremos con C*(R"), o simplemente C*, al conjunto de las funciones
f: R™ — C tales que D f existe y es continua para todo multiindice o € Ny con |a| < k. Asimis-
mo, denotaremos con C*(R™), o C*, al conjunto de funciones de la clase C*(IR™) que tienen soporte
compacto.

Para 1 < p < 0, el espacio L”(R"), o simplemente L?, es el espacio de Banach compuesto por

las funciones medibles f: R" — C que satisfacen

= ([ 1 as)” <o

En el caso limite p = o0, el espacio L™ (R"), o simplemente L™, se define como el espacio de Banach
formado por las funciones medibles f: R™ — C que son esencialmente acotadas, es decir, aquellas
que verifican

|flre =inf{M > 0:|{x e R" :|f(z)| > M}| =0} < 0.



Decimos que dos funciones f, g € LP(R"), 1 < p < oo, son iguales si f(z) = g(z) en c.t.p. z.
Dado 1 < p < o, denominamos exponente conjugado de p al numero p’ determinado por la

relacion
1 1
=1.

— + —/ =
p p
Por convencion, si p = 1, entonces p’ = oo, y viceversa. En el caso 0 < a < 1, definimos o’ mediante
la expresion
, a
l—a

a

A continuacion, enunciamos la clasica desigualdad de Hoélder, que garantiza que el producto de

., / . .y .
una funcién en LP y otra en L” es siempre una funcién integrable.

Teorema 1.4 (Desigualdad de Holder). Sean 1 < p < o, f € LP y g € L” . Entonces, fg € L' y vale
la desigualdad

I£glle < [flleelgl -

Otro importante resultado es la desigualdad de Jensen, cuya prueba puede consultarse en [22].

Teorema 1.5 (Desigualdad de Jensen). Sean ¢: [0, +00) — [0, +00) una funcién convexay E < R"

un conjunto medible tal que 0 < |E| < co. Entonces, la desigualdad

’ (ﬁ [ 1f@nas) < g [ et o

vale para toda f: R"™ — C medible con fxp € L'.

Presentamos a continuacion algunos resultados basicos de convergencia, los cuales también son
vélidos en contextos mas generales (véase, por ejemplo, [22]). En nuestro caso, nos limitaremos a
medidas de la forma du(x) = w(x)dz, donde w es una funcion no negativa en c.t.p. que cumple

ciertas condiciones que enunciaremos mas adelante.
Teorema 1.6. El espacio C°(R™) es denso en LP(R™).

Teorema 1.7 (Lema de Fatou). Sea {f;}; una sucesion de funciones f;: R" — [0, +00) medibles.

Entonces,

j—0

J liminf f;(z) dz < liminf |  f;(z) dz.
R J7® R

Teorema 1.8 (Teorema de la convergencia dominada). Sea {f;}; = L*(R") tal que



(@) f(z)=1lim;_ fj(z) enc.t.p. x,

(b) Existe una funcioén no negativa g € L' tal que, para todo j, se cumple la desigualdad
1fi(z)| < g(x) enc.tp. x.
Entonces, f € L'y

flx)de = lim | f;(x)dx.
R™ R™

J—®©

Dadas f, g € L'(R"), definimos su convolucién en c.t.p. z como la funcion

(f=g)(x) = . flx—y)gy) dy.

El siguiente resultado reune propiedades basicas de la convolucion que se deducen directamente

de su definicion (véase, por ejemplo, [12]).
Proposicion 1.9. Sean f, gy h € L*(R™). Entonces, se verifican las siguientes propiedades
(@) frg=g=/f
(b) (fxg)xh=[fx(g=h)
(© SizeR"y7.f(x) = f(z+ 2), entonces .(f + g) = (T.f) » g = [ = (T29). ¥
(d) Si A es laclausurade {x +y : x € sop f, y € sop g}, entonces sop f = g = A.

Enunciamos a continuacion la desigualdad de Young, un resultado clasico que proporciona con-

diciones para la existencia de f = g(z) en c.t.p. z € R" cuando f o g pertenecen a L?.

Teorema 1.10 (Desigualdad de Young). Sean 1 < p < oo, f € L' y g € LP. Entonces, f g€ LPy
vale la desigualdad

1f# gllee < [flerlglze-

El siguiente teorema, conocido como la propiedad suavizadora de la convolucion, se deduce del

teorema de la convergencia dominada.

Teorema 1.11. Sean f € L' y g € C* tal que D*g € L™ para todo o € N} con |a| < k. Entonces,

frxgeCFyDY(fxg)=f=* (D) para todo o € N con || < k.
0



Si f € L'(R"), en esta tesina adoptaremos la siguiente definicion para la transformada de Fourier

de f,
f©)=] J@e

A continuacion, presentamos algunas propiedades elementales de la transformada de Fourier.

Proposicion 1.12. Sean A € C, a € N} y f, g € L*(R™). Entonces, se verifican las siguientes propie-

dades en c.t.p. £

A

@ (A\f+9) (&) = A(€) +3(6),
®) (f*9) (&) = F(£)4(&),
(©) (Df) (&) = (i€)* f(€),
() Df(&) = [(—ix)*f ()] (€), ¥
() f e L® y vale la desigualdad || f| 1= < | f| 11,
El siguiente teorema describe el comportamiento de la transformada de Fourier en el espacio L?.

Teorema 1.13. La transformada de Fourier es una isometria en L2. Esto es, f € L*y | fl|lz2 = | f] 12

1.3. Espacios L7 (R")y desigualdades de tipo fuerte y débil (p, q)
La funcion de distribucion de una funcion medible f : R" — C esta dada por
d;(\) = [{z eR": [f(z)| > A}, 0<A<o.

Notemos que, por definicion, dy proporciona informacion sobre el ‘‘tamafio” de f, aunque no sobre

su comportamiento local en torno a puntos especificos.



f(z) ds(N)
bs +—
N
S | |
TS ‘ by fociooo -
oo b o
| B | o A
Es Ey Es as dQ dl

Figura 1.4: Tlustracion de la funcion simple f(z) = Z?Zl a;X g, () y su funcién de distribucion dy en

el plano R?. Aqui, b, = Y1, |Ej.

Dado 1 < p < oo, el espacio LP*(R"), o simplemente LP*, se define como el conjunto de

funciones medibles f: R™ — C que satisfacen

P
1]z = (sup )\pdf()\)> < .
A>0
Por definicion, L**(R") = L*(R™).
Observacion 1.14. Es importante destacar que esta funcion no define propiamente una norma, ya

que no se cumple la desigualdad triangular. Sin embargo, los espacios L»*(R™) son lineales, cuasi-

normados y completos (véase, por ejemplo, [14]).

La desigualdad de Chebyshev es un resultado cldsico del analisis real que establece una relacion

entre los espacios Ly L™,

Teorema 1.15 (Desigualdad de Chebyshev). Sean 1 < p < wy f € LP. Entonces, f € LP* y vale la
desigualdad

Hf”LP’OO < HfHLp.

Ejemplo 1.16. La inclusion LP®(R") < LP(R") es estricta. Sea f(z) = x~ ». Mediante un cambio

de coordenadas, se tiene

1 N1 N

p = — o~ " — I ’

I f17s = J}Rn PE dr ~ lg% o dr = ll_{r(l) log(r)|~ .
N—w N-w

Por lo tanto, f ¢ LP(R™). Ahora bien, a partir de la definicion de dy, resulta
de(N) = Hx eR": |z| > > )\H = erR” |y < %H = Ha:e]R" ezl < /\%H

10



SiA > 0y E < R" es un conjunto de Borel, entonces |A\E| = A\"|E|. De este modo,
1
403 = 35 1BO, DI

En consecuencia, f € LP*(R").

Sea T una aplicacion definida en un espacio vectorial V de funciones medibles f: R™ — C, cuyo
rango esta contenido en el espacio de todas las funciones medibles de R” a C. Denotamos la accion de

T sobre f como T'f, y decimos que 1" es un operador sublineal si verifica las siguientes propiedades
T+l <ITf+1Tgl vy TN =TS,

para todo par de funciones f,g € )V ytodo \ € C.
Sean 1 < p,q < oy T un operador sublineal definido en LP(R"). Decimos que T es de tipo

fuerte (p, q) si existe una constante positiva C' = C'(p, q) tal que la desigualdad
ITflre < C|fze

vale para toda f € L”. En este caso, también decimos que 7" esta acotado de LP en L%, o que T’ es una
aplicacion continua de LP en L9.
Sil < ¢ < oo, decimos que T es de tipo débil (p,q) si esta acotado de L” en L9®. Esto es, si

existe una constante positiva C' = C(p, ¢) tal que, para toda f € L?, se cumple la desigualdad
ITfllzowe < Clfzr-

De forma equivalente, esta condicion puede expresarse como

o R Tf) > N < (5 [ @)

paratodo A > Oy toda f € LP.

Observacion 1.17. Como consecuencia de la Desigualdad de Chebyshev, si T" es un operador de tipo

fuerte (p, q), entonces también es de tipo débil (p, q).

1.4. Operadores maximales y sus propiedades

Decimos que una funciéon medible f: R — C es localmente integrable si, para todo conjunto

compacto K < R", se cumple que

L ()] dz < .

11



El espacio L|, (R"), o simplemente Lj,., estd formado por todas las funciones medibles f: R™ — C

loc?

que son localmente integrables.
Enunciamos a continuacion el teorema de diferenciacion de Lebesgue, que extiende una propie-

dad bien conocida de las funciones continuas y esté estrechamente relacionado con los operadores que

se trataran en este apartado. Una demostracion de este clasico resultado puede encontrarse en [12].

Teorema 1.18 (Teorema de diferenciacion de Lebesgue). Sea f € Li..(R™). Entonces, se tiene la

siguiente igualdad en c.t.p. x

d
’I"—)O |QT| QT f(y) y?

donde @), es un cubo centrado en x con l(Q),) = =

Para f € Li_(R"), el operador maximal de Hardy-Littlewood se define mediante la expresion

loc

M (z) = sup ﬁ L @) dy,

Q3
donde el supremo se toma sobre todos los cubos () que contienen a .
Observacion 1.19. En la literatura, se encuentran diversas definiciones de este operador, ya sea reem-

plazando los cubos por bolas o considerando versiones centradas en el punto x. Sin embargo, como

consecuencia de las Proposiciones 1.1 y 1.2, todas estas definiciones son puntualmente equivalentes.

Ejemplo 1.20. Sean a,b € R tales que a < b, f(r) = X[o,4(2) y @ 3 x. Por definicion,

QA o,
r@!f'f R

Sia < x < b,el promediode | f| sobre ) esigual a 1 cuando ) < [a, b], y menor que 1 si Qn|a,b] < Q.
Por otro lado, si x < a 0 z > b, el intervalo que maximiza el promedio de |f| sobre Q) es Q = [z, D]
six <a,yQ = [a,x]siz >0

En consecuencia,

12



b—a
< B i ——
|$—b‘ S1 r x a, —-’L/“- \
Mf(x)= 1 si a<xz<b, o ‘ ‘ 2
a b

Figura 1.5: Representacion grafica de las funciones

f(~)y Mf (~)enelplano R

El siguiente resultado retine algunas propiedades puntuales del operador maximal de Hardy-Littlewood.

1
loc

Proposicion 1.21. Sean A € Cy f, g € L; .(R™). Entonces, se verifican las siguientes propiedades en

ctp.
@ |f(x)] < Mf(z),
(b) M(Af)(z) = [AIM f(z), y
(© M(f+9)(x) < Mf(x)+ Mg(x).

Demostracion. Comencemos con la demostracion del inciso (a). Por el teorema de diferenciacion de

Lebesgue, se cumple la siguiente igualdad en c.t.p. x

@) =tim — [ f)ay,

7—0 |Qr| Q-
donde @), es un cubo centrado en = con [(Q),) = \2/—% Por lo tanto,
, 1 1
f@)| <lim—— | |f(y)|dy<sup— | |f(y)|dy=Mf(z).
0@, Jo, Q2 Q] Jo

La demostracion del inciso (b) se sigue de forma directa a partir de la definicion del operador y de
la linealidad de la integral de Lebesgue.
Por ultimo, aplicando la desigualdad triangular, se tiene que

M(f + g)(x) = sup ﬁ fQ F@) + 9(9)] dy

Q>x

13



< (L i+ | o) ) = M) + Mota).

Esto concluye la demostracion del inciso (¢) y, en consecuencia, de la proposicion. [

Las propiedades (b) y (c) establecen la sublinealidad del operador maximal de Hardy-Littlewood.
Por su parte, la propiedad (a) indica que M f controla puntualmente a f, lo que nos permite demostrar
que

[l = 1M f] oo

Ademiés, a partir de la definicion del operador se deduce que, si f € L' y no es idénticamente nula,
entonces M f ¢ L' (véase, por ejemplo, [9], Proposition 2.14).
Seguidamente, presentamos las propiedades de acotacion de este operador maximal en los espacios

clasicos LP. La demostracion de este resultado puede consultarse, entre otras fuentes, en [9].
Teorema 1.22. El operador M es de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte (p,p) para 1 < p < 0.

Sil < s < o0, una variante del operador maximal de Hardy-Littlewood es el operador maximal

M, definido por

o =

M.f(z) = (M(fF) @)} = (ZLEEITIQI fQ |f(y)|sdy> § (14

En virtud del Teorema 1.22, este operador es de tipo fuerte (p, p) parar < p < o0.

El siguiente resultado establece una relacion puntual entre los operadores maximales M y M.

1
loc

Proposicion 1.23. Sean 1 < r < wy f € L, (R™). Entonces, se tiene la siguiente desigualdad en

ctp. T
Mf(x) < M, f(z).

Demostracion. Sean x € R" y () 3 x. Dado que 1 < s < o0, aplicando la desigualdad de Jensen, se

tiene que

(& [, 17y dy)r <1 | 1rwra

Elevando ambos lados a la potencia % y tomando el supremo sobre todos los cubos que contienen a x,

M) = sup oo fQ ()] dy < <sup|712| fQ If(y)|’“dy) M), 0

Q3 Q3
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Sea f € Li,.(R"™). Denotamos por fg el promedio de f sobre un cubo @, es decir,

1
= — d
fo |QLf(y) v,

y definimos el operador maximal ‘‘sharp” como

#
M*f(z) = sup ,QJ () — foldy. (1.5)

Q3
Por definicion, cada una de estas integrales mide la oscilacién media de f sobre (). El espacio BM O,
que corresponde a la abreviatura del término en inglés Bounded Mean Oscillation, estd compuesto por

todas las funciones f € L. que tienen oscilacién media acotada, es decir, aquellas que verifican

loc

HfHBMO = HM#fHLao < Q0.

Observacion 1.24. Es importante aclarar que esta funcion no define una norma en el sentido estricto,
ya que las funciones constantes en c.t.p. tienen oscilacion media nula. Sin embargo, tales funciones
son las inicas que poseen esta propiedad (véase, por ejemplo, [15], Proposition 3.1.2). Por esta razon,

decimos que dos funciones f, g € BM O son iguales si difieren en una constante.

El siguiente resultado establece una relacion puntual entre los operadores maximales M y M*.
Proposicién 1.25. Sea f € L}, (R"). Entonces, se tiene la siguiente desigualdad en c.t.p. x
M f(x) < 2M f().
Demostracion. Sean x € R" y () > x. Aplicando la desigualdad triangular, se tiene que

1 1 1 9
G |1 = selav < 5 [ 1rwlan+ | [ s < 5 [ swla

Tomando el supremo sobre todos los cubos que contienen a z,

by L ) _
M" f(x) = sup |Q|J |f(y) — foldy <2 (Sup ] Llf(yﬂdy 2M f(z). u

Q3z Q3z
A continuacion, presentamos una caracterizacion alternativa de | - | gaso que evita el uso de pro-

medios.

Proposicion 1.26. Sea f € L; (R™). Entonces, se verifica la siguiente equivalencia entre normas

1 1
gl lowo < sup o (5 | 170~ e < v

15



Demostracion. La estimacion de la derecha se obtiene de forma directa al escoger A = f. Por otro

lado, aplicando la desigualdad triangular, se tiene que

x) — dx < x) — Adx A— dr <2 xr) — A dx,
J 150~ fal o < | 15 ~Ado+ | 1\~ folde <2 | 17) -

para todo A € C. Dividiendo ambos miembros por 2|Q|, tomando el infimo sobre A y el supremo sobre

todos los cubos,

—HfHBMo SUP 1nf L0 f |f(x) — Al dx. o

Observacion 1.27. De forma analoga a lo indicado en la Observacion 1.19, las versiones de los opera-
dores maximales M, y M* definidas utilizando bolas en lugar de cubos o centradas en el punto z € R"

son puntualmente equivalentes.

1.5. Seleccion de operadores integrales singulares

Decimos que una funcion f € C*(R"™) pertenece a la clase . de Schwartz, o simplemente que

f e Z(R"), si tanto ella como todas sus derivadas decrecen rapidamente en el infinito, esto es,

pas(f) = 27D’ flre < o0

para todo par de multiindices «, 8 € Nj.

La familia de seminormas {p, s}, 3 induce una topologia en .. A continuacion, presentamos
una caracterizacion de los funcionales lineales y continuos en este espacio (véase, por ejemplo, [18]).
Decimos que un funcional lineal 7': .(R") — C es una distribucion temperada, y 1o denotamos por
T e &'(R"), si existen k, m € Z y una constante positiva C' tales que, para toda ¢ € .7, se cumple la

desigualdad
KT, ) <C 3 pas(9)- (1.6)

lo|<k
[Bl<m

Ejemplo 1.28. En el campo de la fisica, encontramos uno de los ejemplos mas relevantes para la
teoria de distribuciones temperadas: la “‘funcidon” de impulso o “‘funcidén” § de Dirac, introducida

historicamente de manera informal mediante la expresion
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+oo |

Figura 1.6: Ilustracion de la ““funcion” § (~) en el

plano R

Este objeto, que durante mucho tiempo fue tratado sin una definicion rigurosa, admite una formaliza-

cion precisa en esta teoria, como se muestra a continuacion

0,0)=0(0), ¢S (R").

Asi definida, ¢ es una distribucion temperada. En efecto, para ¢, v € . y A € C, se cumple que

0,20 + ) = (Ap +4)(0) = Ap(0) + 1(0) = XJ,9) + (5, ¥).

Luego, la continuidad del funcional se deduce a partir de la caracterizacion (1.6), ya que

6.8)] = 6(0)] < 6]+

Cabe senalar que la distribucion temperada 6 no admite una representacion integral. Sin embargo,
desde el punto de vista de la teoria de la medida, puede interpretarse como una medida de Radon

(véase, por ejemplo, [18]).

Ejemplo 1.29. Otro ejemplo clasico es la distribucion temperada valor principal de %, definida por

Lo\ ¢(x)
<Vp;,¢> _l%£$|>e}7d$’ ¢E¢5ﬁ<R)

Esta distribucion desempefia un papel fundamental en analisis armoénico. El lector interesado puede

consultar [9] para mas detalles.

Dadas T € ./(R") y f € /(R"), la convolucion T" = f se define como la distribucion temperada

(T f.¢y={T, f o),
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donde f(y) = f(—y). Ademas, se sabe que T = f € C*(R"), y esta dada por
T« f(z) =T, 7.),

siendo 7, f(y) = f(z + y) (véase, por ejemplo, [14]).

Observacion 1.30. A partir del inciso (c) de la Proposicion 1.9, puede probarse que
(T = f) =T = (1.f), z e R",

es decir, los operadores definidos mediante la convolucion de una distribucion temperada con una
funcion de Schwartz son invariantes por traslaciones. Para mas detalles, el lector interesado puede

consultar [14].

La introduccion de operaciones en el ‘‘sentido de distribuciones temperadas” permite abordar
cuestiones que no podrian tratarse en el marco clasico del analisis real. Un ejemplo destacado de ello
es el estudio de las propiedades de continuidad de operadores integrales singulares. En este contexto,

una aplicacion clasica es la transformada de Hilbert, definida para f € . (R) por

Hf(z) :V.p.i*f(x).

Este operador juega un papel central en analisis armonico, pues motivo el desarrollo de la teoria de los
operadores de Calderon-Zygmund (OCZs). A continuacion, presentamos su definicion en el sentido
moderno impulsado por R. R. Coifman e Y. Meyer en [3], [4], [5].

Sean A = {(z,z) : z € R"} la ““diagonal” de R” x R" y T': ./ (R") — .¢’(R™) un operador

lineal acotado. Decimos que 7" es un OCZ si verifica las siguientes condiciones
(a) T admite una extension acotada de L?(R™) en si mismo.

(b) Existe una funcion continua K : R" x R™\A — C tal que

T
O!y 2|

K ) = K (o2 4 K ) = K(z0)] < Op Pt

sia — 2 > 2|y - 2|,
para cierta constante 0 < 0 < 1,y

o= | | K 1) o) dyde.

para todo par de funciones f, g € .(R™) con soportes disjuntos.
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Estas condiciones son suficientes para demostrar que los operadores de Calder6n-Zygmund son
de tipo fuerte (p, p) para 1 < p < ooy de tipo débil (1, 1). El siguiente teorema es fundamental para

establecer la acotacion de L™ en BM O para esta clase operadores.

Teorema 1.31. Sean s = 1y T un OCZ. Entonces, existe una constante positiva C = C(n, s,9) tal

que, en c.t.p. z, se cumple la desigualdad
MY(Tf)(z) < OM,f(z),
donde M* y M, son los operadores maximales definidos en (1.5) y (1.4), respectivamente.

Los resultados mencionados son ampliamente conocidos en el campo de andlisis arménico y pue-

den consultarse en diversas fuentes, como [9], [14] y [15], entre otras.

1.6. Interpolacion de familias analiticas de operadores

Sean S = {z € C: 0 < Rez < 1} y {T.}.,es una familia de operadores lineales definidos en
L'(R™). Decimos que {7 }.cs es una familia analitica de operadores si, para todo par de funciones
simples f, g : R" — C, la funcion

20— | T.f(z)g(x)da
R
es holomorfa en el interior de S y continua en su frontera.
Ademas, decimos que {7 },cs tiene crecimiento admisible si existen constantes positivas A < 7

y B = B(f, g) tales que, para todo z € S, se cumple la desigualdad

e~ AMm=l1og < B < w.

| s g do

Enunciamos un teorema de interpolacion debido a E. M. Stein en [25], que extiende el clasico

resultado de Riesz-Thorin. Una demostracion detallada puede encontrarse en [14].

Teorema 1.32 (Teorema de interpolacion de Stein). Sean 1 < py, p1, qo, 1 < 0y {T.}.cs una familia
analitica de operadores de crecimiento admisible. Supongamos que, para todo v € R y toda funcion

simple f, se verifican las siguientes desigualdades de tipo fuerte

1T fllge < Mo(0)|fllpe ¥ I Trvivfllay < Ma(0)[ S,
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donde My y M, son funciones a valores reales que satisfacen, para alguna constante 0 < C < 7, la
condicion

sup e “Ilog M;(v) < oo, j=0,1. (1.7)
veR

Entonces, para 0 < 0 < 1y pg, qo definidos por
1 1-6 0 1 1-6 6

Do Do b1 do 4o Uil

existe una constante positiva C = C(0, My, M) tal que la desigualdad

1T6.fllgy < Cllfllpo

vale para toda f € LP?(R™).

=

| |

| |

| |

: } :
1 1
Po P1

1 1

Figura 1.7: Geométricamente, la relacion (1.8) indica que los puntos (pa, a0

) se encuentran sobre el

segmento de recta que conecta los puntos ( pLO, qio) y (L, 1)

1.7. Desigualdades con pesos

1

1oc(R™) que es positiva en casi todo punto.

En andlisis armonico, un peso es una funcion w € L

Siw es un pesoy £ < R" es un conjunto medible, definimos

Dado 1 < p < @, el espacio LP(R", w), o simplemente L?(w), se define como el conjunto de todas

las funciones medibles f: R" — C que satisfacen

| £ 1oy = (J | (2)[P w(z) da:)p < .
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Analogamente, el espacio L"*(R" w) o L»*(w) esta formado por todas las funciones medibles

f: R™ — C que cumplen
1
|ll30m(0) = sup du({ar € B" | (@) > AD)F < .
>

Es de interés estudiar condiciones sobre los pesos que garanticen que ciertos operadores clasicos
estén acotados en L?(w). Un ejemplo de ello es la clase de pesos A, introducida por B. Muckenhoupt

en [19]. Decimos que un peso w estd en A, para 1 < p < o0, si existe una constante positiva C' tal

() Gl e

vale para todo cubo () de R". En particular, decimos que w pertenece a la clase de pesos A, si existe

que la desigualdad

una constante positiva C' tal que, para todo cubo () de R", se cumple la desigualdad

ﬁ fQ w(x)dr < Cw(x) (1.10)

para casitodo x € (). Lamenor constante para la cual se cumple la condicion (1.9) o (1.10) se denomina
constante caracteristica A, de w 'y se denota por [w]4, .

P

Por ultimo, la clase de pesos A, se define como

As =4,

p=1

Es bien conocido que w € A, es equivalente a la existencia de dos constantes positivas C'y 9 tales

vale para todo cubo () de R" y S < () medible.

que la desigualdad

El siguiente resultado resume algunas propiedades de los pesos A,, las cuales se siguen directa-

mente de su definicion (véase, por ejemplo, [14]).
Proposicion 1.33. Sean 1 < p < ooy w € A,,. Entonces, se verifican las siguientes propiedades
@) [w]a, =1L,
(b) Sip < q, se tiene que w e Ay, y
(c) Si A > 1, entonces, para todo cubo () de R", se cumple la desigualdad
w(AQ) < X"P[w]a,w(Q).
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Presentamos a continuacién un teorema de B. Muckenhoupt que motivo el desarrollo de la teoria

de pesos A,. Una demostracion de este resultado puede encontrarse, entre otras fuentes, en [9].

Teorema 1.34. El operador M es de tipo débil (1,1) con respecto a w si y solo si w € Aj.
En particular; existe una constante positiva C = C(n, [w] 4, ) tal que, para toda f € L*(w), se cumple

la desigualdad
IM fll Loy < Cllf] -

Andlogamente, el operador M es de tipo fuerte (p,p) con respecto a w si y solo si w € A,

Luego, existe una constante positiva C = C(n,p, [w]a,) tal que la desigualdad

M fllzrw) < Cllf o)
vale para toda f € LP(w).

El siguiente resultado, atribuido a A. Cédorba y C. Fefferman en [7], establece una relacion entre

los operadores maximales M y M*.

Teorema 1.35. Sean py > 1y w € A,,. Entonces, existe una constante positiva C' = C(n, po, [w]p,)
tal que la desigualdad
[Mfllriw) < CIME £ o)

vale para todo py < p < 0y toda f € L. (R™) con M f € L (w).

Una propiedad fundamental de los pesos A, se conoce como propiedad de Hélder al revés.
Dado s > 1 decimos que w € RH, si existe una constante positiva C' tal que, para todo cubo ()

de R", se cumple la desigualdad

(e < i

El término ‘‘Holder al revés” se debe a que la desigualdad en sentido opuesto se deduce directamente
de la desigualdad de Holder. Mientras que la clase A, es creciente en p, la clase RH, exhibe un
comportamiento decreciente en s.

Gracias a esta propiedad, es posible establecer la apertura de la clase A,, lo que se resume en el

siguiente teorema. Las demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [14].

Teorema 1.36. Sean 1 < p < w0y w € A,. Entonces, se verifican las siguientes propiedades
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(a) Existe s > 1 tal que w € RH,,
(b) Existe § > 0 tal que w'™® € A, y
(c) Sip > 1, existee > 0 tal que w € A,_..
En todos los casos, las constantes involucradas dependen solo de n, p y [w] Ay

Corolario 1.37. Sean 1 < p < 0wy w € A,. Entonces, existen 1 < sy < py una constante positiva

C = C(n,p, [w]a,) tal que la desigualdad

IMs flrw) < C|fllLew)
vale para todo 1 < s < sgy toda f € LP(w).

Demostracion. Dado que w € A, por el inciso (c) del Teorema 1.36, existe € > 0 tal que w € A,_..

Sea s = p%e. Por definicion, se tiene que

104l = ([ DAY wta)d ) = 117

L5 (w)"

Considerando que 1 < 2 < o0y w € Ap, en virtud del Teorema 1.34, obtenemos

[ M flZr ) = IM(FP)]

L% (w) < C|Hf|S|L%(w) = C”fHSLP(w)- L
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Capitulo 2

Operadores fuertemente singulares

Presentaremos en este capitulo dos operadores de convolucion estrechamente relacionados, cuyos
nticleos exhiben una singularidad mas acentuada en la diagonal de R” x R", A = {(z,z) : € R"},
en comparacion con los correspondientes a los OCZ. Esta caracteristica impacta sus propiedades de
regularidad, dejandolos fuera del alcance de la teoria cldsica, aunque conservan suficientes caracteris-

ticas estructurales para manifestar propiedades de continuidad analogas.

2.1. Definicion y propiedades

/ / . r
Sean0 <a <1,d = % yvy=a" — a'*?. Formalmente, definimos el niicleo fuertemente

singular K, como la ‘‘funcién”

x|z < 1} (=), r € R".

El siguiente resultado establece que el nticleo K, presenta una singularidad mas pronunciada en

la diagonal de R™ x R™ que los nucleos considerados en la teoria clésica.

Proposicion 2.1. Sean 0 < a < 1y a' = . Entonces, existe una constante positiva C = C(a,n)

tal que la desigualdad
||
|Ko(x —y) — Ky(2)| < C‘x|(n+1)+a,

vale para todo x,y € {z € R" : |z| < 1}\{0} con |z| = 2|y|y |z —y| < 1.
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ReKa(:p) [ Ka(x)

Figura 2.1: Ilustracion de las partes real e imaginaria del nticleo K, en el plano R?.

Demostracion. Sean x,y € {z € R" : |z| < 1}\{0} tales || > 2|y| y |z — y| < 1. Por el teorema del
valor medio, se tiene que

. — / . — /
ele—y[™* Plaltdim

[Ka(z = y) = Ka(2)| =

e [T ia'y
_ | _eie (£n+l+£(n+l+a>‘|1x—yy 2,

donde v = a® — a'*, y £ es un punto intermedio entre |z| y |z — y|.

o —ylr el

Dependiendo de la posicién relativa de x e y, se cumple |z — y| < |z| o |z| < |z — y|. En ambos
casos, afirmamos que < ¢ < 1.Si|z| < |z — y|, entonces | < |z| < & < |z —y| < 1. Por otro

lado, si |x — y| < |z|, aplicando la desigualdad triangular y utilizando que |x| = 2|y|, obtenemos

|

2l =1z —y) +yl <z —yl+lyl < |z -yl + = (2.1)
Luego, 3 <z —yl <<zl <1
De este modo, considerando que "D+ < ¢7+1 y [a estimacion recién obtenida, resulta
n ia'y n lia'y|
£n+1 + é—(n+1)+a/ Hx - y’ - ‘:CH < <§n+1 + é—(n+1 +a/ Hx‘ + |y‘ |x|’
lyl :
S W(n +a ’}/)
vl
|x|(n+l)+a”

donde C' = 2("*D+’ (4 ') es una constante positiva. O

Es evidente que K, ¢ L'(R™). Sin embargo, la funcién K, define una distribucion temperada de
soporte compacto, que también se denotara por K, a través de la siguiente expresion

’
. —a
ezl

(Ko, @) = lIm | ————X(e<ppi<1} (2) 6() du.

=0 Jgn  |7]
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De hecho, al realizar el cambio a coordenadas polares, se tiene que

’ ’
1 j~p—@ 1 jar—a
e iyr

(K, ¢) = ling ( o(r,0) d9> dr = lim O (r)dr,
E—> € Sn—1

T e—0 0 T

donde ®(r) = {,_, ¢(r,0) df y S™~" es la esfera unitaria en R". Integrando por partes, resulta

1

(Ko 8 = —— lim

va' <=0,

(ema/>/ r ®(r) dr
1 I
—£ et (r“’(I)’(r) + a’r“/_ltb(r)) dr)
7

1 ’
= — (ei(I)(l) —lim | 7" <r“l@'(r) + a’r“/_lcb(r)> dr) : (2.2)

- /
va =0 J.

1 ol 1
= — lim (e” r*®(r)

ya' e—0

&

donde la ultima igualdad se obtiene de considerar que 0 < @’ < 0. Dado que ¢ € (R") y, en

consecuencia, |0*®(r)| < |S" [ 0%¢] 1=, obtenemos

n—1 1 1
(ot < (oot ([ o ) 11 ([ vt} 16lee ).

Por otro lado, si sop ¢ € R™\{x € R" : |z| < 1}, entonces (/{,, ¢) = 0. De este modo,

sop Ky € {xeR": |z| <1}

Considerando que sop K, es, por definicion, un conjunto cerrado (al ser interseccion de conjuntos
cerrados), se concluye que sop K, es un conjunto compacto.

En consecuencia, el operador fuertemente singular K, = f' estd bien definido si f € . (R"). Con
el objetivo de profundizar en sus propiedades de continuidad, sera necesario introducir el segundo
operador de este apartado, el cual da origen a esta clase de operadores.

Sean 0 < a < 1y # € C*(R") definida por

ISi bien, de acuerdo con la literatura clasica, definimos el nicleo K, como una ‘‘funcién”, este se interpretara en el

sentido del valor principal, es decir, como distribucién cuando z € sop f
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N|=
(SIS

Figura 2.2: Tlustracion de la funciéon 6 (~) en el

plano R

Para f € . (R"), el operador *‘multiplicador” T, se define mediante la expresion

i€

~ 6 ~

1.57©) = (7 09)) Fl6)

En virtud del inciso (b) de la Proposicion 1.12, consideraremos la siguiente caracterizacion de 7T,

atribuida a S. Wainger en [26],

ile|” )
721(0) = () + F0) ~ Ko f(0)+ L (o) @3)
donde L, € L'(R") satisface
|La(z)] < ! 2 X{lz|<1}(2). (2.4)

TR ol
En todos los casos, las constantes involucradas dependen solo de a y n.

Para valores de = cercanos al origen, en virtud de (2.3) es facil ver que el comportamiento del
nucleo de 7}, estd esencialmente gobernado por K,. Ademas, considerando la demostracion de la
Proposicion 2.1, se obtiene la siguiente estimacion

‘v (S006)) @) < o
HE

S [ 0<|z| <1

Por otro lado, de la definicidon de T, como multiplicador, se obtiene la cota

pill®
< —, c.tp. £ e R™.

€% (1+¢))

Bajo estas condiciones, y teniendo en cuenta la relacion 1 = (1 — a)(1 + a’), C. Fefferman en [10]

0(¢) !

establece el siguiente teorema.
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Teorema 2.2 (Tipo fuerte (p, p) del operador 7). El operador T, es de tipo débil (1, 1) y de tipo fuerte

(p,p) paral < p < 0.

Observacion 2.3. Cuando p = o0, se sabe que el operador T, mapea L* en BMO. Este resultado,

demostrado por C. Fefferman y E. M. Stein en [11], sera retomado mas adelante.

El siguiente lema es fundamental en el estudio de estos operadores, ya que permite analizar las

propiedades de continuidad de 7, a partir de la de K, = f y viceversa.
Lema2.4. Sea 0 < a < 1. Entonces, existe una constante positiva C' = C(a,n) tal que la desigualdad
| Taf ()] < C(|Kq * f2)] + M f(z)) (2.5)

vale para toda f € LP, 1 < p < o0. Mas aun, los roles de T, f y K, = f pueden intercambiarse en

(2.5).

Demostracion. Si f € LP(R™), 1 < p < o0, en virtud de (2.3), existe una constante positiva C' =

C(a,n) tal que
Taf (@) ~ | Ko = f(2) + La = f(2)| < [Kox f(2)] + [La = f(2)],

donde L, € L'(R") satisface (2.4). Luego, para obtener (2.5), es suficiente probar que

Lo = f(z)] < M[(). (2.6)
Por definicion, resulta
1f(y)] J |z —y|”
| (@) re (14 |z —y|)nHt e |z —y| {e—vl<13 ( )W)l

donde ¢’ = 4.

l—a

Comencemos con la estimacion de . Sea () un cubo centrado en = € R™ con /(@) = 1. Entonces,

/(W) /(W)
I= d dy =TI, + I, 2.7
LQ (T o -y “fw\m (e -yt @070 ¢7

En primer lugar, notemos que (1 + |z — y|)~"*1 < 1. De este modo,

1

Le [ 1wl =2 (5 | 1fwla) < 20050

Por otro lado, considerando B(z, 1) < 2@ (véase la Proposicion 1.1), se tiene que
R™2Q < R"\B(x,1) ={y e R" : |[x —y| = 1}.
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En consecuencia,

|f(y)]
I, < f dy
(o—ylz1y (1 + |z —y|)m

S /(W)
S I;)J y’nJrl dy

P o

<k§<2k)%ﬂf8 £ ()| dy.

(z,2F+1)

Teniendo en cuenta que B(z,2¥1) < 282(), obtenemos
e 6}

I < Z (Qk)%-ﬂ LHQ |[f(y)dy = 47 Z 27" < Dk+2)n LH%) 1f(y)] dy) < 27HIM f ().

Por lo tanto, volviendo a (2.7),
I <L+ L<2"Mf(z)+ 2" Mf(f) = CM f(x).

Solo nos resta estimar //. Notemos que,

- —y|”
IT~ J —Xrern:t<1p (T — y)|f(y)| dy. (2.8)
r |7 =Yl
Para x € R", utilizando la subaditividad numerable, y considerando que a’ = % es una constante

positiva, tenemos que
|a

o0
I<ZJ E1L
k=

—o {27 <lo—y|<2k} |z — y|n

Dy < 52 (s [ Vi)

11 = f{ = =91, £ ay

yeR™:|z—y|<1} |Q3 - y|n

o0 o
r—y

< f BV ) dy

k=0 Y {yeRm:2= (D) <|z—y|<2-F} ’l’ — y’

< Y 27k dy ) .
Z (5w |, 1)

Si Q es un cubo centrado en = con [(Q) = 1, entonces B(x,27%) < 2751, Luego, de la desigualdad

anterior, obtenemos

N 1
I< 4"];)2 ' (W LMQ If(y)ldy> < CMf(x).
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A continuacion, veamos que los roles de 7, f y K, = f en (2.5) se pueden intercambiar. En virtud

de (2.3), se tiene que
(Ko f(2)| ~ |Tof () = L= f(2)] < |Tuf ()] + L+ f(2)].
Utilizando la estimacion (2.6), obtenemos
Ko f(2)] < C(|Tof(2)| + Mf(z)),
donde C' = C(a,n) es una constante positiva. O
Luego, este resultado se aplica como se muestra a continuacion.

Teorema 2.5 (Tipo fuerte (p, p) del operador K,  f). Sean 0 < a < 1y 1 < p < co. Entonces, existe

una constante positiva C = C(a, n, p) tal que la desigualdad
| Ko s fllor < Ol
vale para toda f € L”.

Demostracion. Sea f € LP. En virtud del Lema 2.4, se tiene que
| Ko flloe < | Ta* flloe + 1M fllze-

Considerando los Teoremas 2.2 y 1.22, que establecen el tipo fuerte (p,p) para 1 < p < oo de los

operadores T, y M, respectivamente, concluimos que
| Ko fllor < C[flze,

donde C' = C(a,n, p) es una constante positiva. O

2.2. Algunas estimaciones utiles

Presentamos algunas definiciones y resultados técnicos fundamentales para el desarrollo de nues-
tro estudio. Las Proposiciones 2.6, 2.7, 2.8 y 2.9 se emplearan en la Seccion 3.1 del siguiente capitulo.
Por su parte, la Proposicion 2.10 sera utilizada en la demostracion del Lema 3.4 y del Teorema 4.2.

Como es habitual, consideraremos 0 < a < 1y a' = .
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Sean v, ¢ € R arbitrarios. Para t € R, definimos

O(t) =t + vlogt — %

Sea n > 0 suficientemente grande de modo que

a/
4

4a’

— < w

n

o

/

2"\ Tre’
3 ) S

Por definicion, 7 verifica la siguiente propiedad

<2'_(E> 2d’
3 a’ 3

Por definicion, w verifica la siguiente propiedad

entonces se cumple que

, o]\
€] > méx 1,(2/')

)

Proposicion 2.6. Seann > 0y v € R. Si £ € R satisface la condicion

1+a,

!/
3l < el
n

Demostracion. Por hipoétesis, esta claro que

(

Dado que a’ > 0, obtenemos

Luego,

n|o|

a/

1+a/
) )

a/

< max< 1, (M

A

~

n.

0’7/
) T+a

Dado n > 0, sea w > 1 suficientemente grande de modo que

, (4
ya;

a/
5.

1+a’

)

14+a
7

a

N

€]

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)



Proposicion 2.7. Sean n y ® como se definieron (2.10) y (2.9), respectivamente. Supongamos que

1
& € R satisface la condicion (2.12) de la Proposicion 2.6 y ty = (%) " Entonces,

(a) Si& = 0, existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

vale para todo t € (0, to).

(b) Si & <0, existe una constante positiva C' = C(a) tal que la desigualdad

" 5
@mpcg (2.13)

vale para todo t € (0, to).

Demostracion. Comencemos con la demostracion del inciso (a). Por definicion,

() = a't" ' + % +

U Y 1
/()] = N

> 5 =5 €t (2.14)

/
. . . ., ~ / e .
Sit € (0, ], en virtud de la Proposicion 2.6, se cumple que [0 < ©[¢|7+. En consecuencia,

3 T a I 3 = a
t ~ < t ~ < . — 14+a’ " 14a/ — e — 2-15
il<ubl< (5) " ()67 (5) " (%) 2.19)

Dado que la condicién (2.10) es equivalente a

sustituyendo en (2.15), se tiene que

o (BNFTE L je K
| < — [ — == < =. 2.1
Por lo tanto, volviendo a (2.14) y considerando que £ > 0, obtenemos
1 o] €] iq
)= (E-th) =5 - | = =
()] > 5 (€~ 1o) > o (s X ) »
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Para la demostracion de (b), notemos que
Q" (t) = (a—l)t“ i p—

En primer lugar, consideraremos o’ > 1. Dado que a/(a’ — 1), t y —£ son no negativos, podemos

afirmar que
" _ 1( 1 a’'—2 v
|D"(t)] = ||a'(a" — 1)t +——t—2
a2l ol _ 218 fol 1 .
> |d'(a' — 1)t* 2 + - t_2>t_3_t_2:t_3(2|§|_t|v|).

Sit € (0, o], sustituyendo (2.16) en el lado derecho de la estimacion anterior, obtenemos

201> 5 (2~ D) > 5 (2 - ) = 3

(Observemos que (2.16) no depende del signo de &).
A continuacion, supongamos que 0 < o’ < 1. Dado que a'(a’ — 1) = —d/(1 —a’) < 0yt < to,

podemos asegurar que

ol v 2/
|(I)”<t)| = —a/(l — a')t 2_ t + t_d
2 ! !
> 28wy s L (g - a i)

Sustituyendo (2.16) y utilizando la definicion de ¢, en el lado derecho de la estimacion anterior, obte-

nemos

1 / 3 3a’
()] 5 (2] - 1= o dol) = 5 (26 B - - 035 ) < 258

Sea C' = max {3, 3}, Luego, |®"(t)| = C'Y para todo t € (0, o). O

Proposicion 2.8. Sean n y ® como se definieron (2.10) y (2.9), respectivamente Supongamos que
1

¢ € R satisface la condicion (2.12) de la Proposicion 2.6 y tg = (3‘&) . Entonces, existe una

2a’

constante positiva C = C(a) tal que la desigualdad
()| = Ct !

vale para todo t > t.
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Demostracion. Por definicion,

() =dt" "+ 5+ §

t 2
Dado que a' y t > t, son positivos, aplicando dos veces la desigualdad triangular, resulta
_ 3 R N | ol ¢l
= |la't” 1‘ >t - - g - - .
’ ( )’ + - + t2 t t2 a

g 2.17
t gt @17)

De la definicion de tq y dado que, en virtud de la Proposicion 2.6, se tiene que |0] < ( ) || T+a

€ _ 3¢| 3¢] d\ [2d\ T 2
1l () () e () ()T

3 37
donde la ultima estimacidn se obtiene de las hipotesis sobre 7

!/

a
4 )

Por lo tanto, volviendo a (2.17), obtenemos

a'— | ’ |£‘ a’' —
(o) > e (- - ) = e s
o To

Proposicion 2.9. Sean n,w y ® como se definieron (2.10), (2.11) y (2.9), respectivamente. Suponga-
14a’
mos que & € R satisface la condicion |§| < max {1 ("'”‘) b ytyp = max { (%)

1 7
wYar (et e
/ ) (a’)2 .
Entonces, existe una constante positiva C = C(a) tal que la desigualdad

@ (t)| = Ct !
vale para todo t € (ty, N).

Demostracion. Por definicion,

, v €
CI),t — /ta—l e >
(t)=a +t+t2

Utilizando los mismos argumentos que en (2.17), podemos afirmar que

o= (¢ - ot )
ot

(2.18)
1\ L
En primer lugar, consideraremos 71|0| < a’. En este caso, se tiene que ( ) " <1y, en conse-
cuencia, |£| < 1yty = (5)7 De este modo,
1+al
v w1 W~ a')? a\ « d
o (2) T e () s - =4
5ty a a nw w 2

donde la ultima estimacion se obtiene de las hipotesis sobre w
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1+a/ 14+a
. ~ . v a’ . v a’
Por otro lado, si n|o| > d/, se tiene que 1 < (%) y, en consecuencia, |£| < <M> y

a/

i

1
to = (’Z:';;') “ . Luego, de las hipdtesis sobre w, resulta

v ~1\ 1 ~ —11—7/&, N2 / la /
Bl o () e () sl ()7 s
ot (a') (a') nw w 2

Volviendo a (2.18), obtenemos

, ~ /ta’—l
q)/t >ta71 a/_m_ |§|, 20’ ) ]
()50 (f - g ) > 5

Proposicion 2.10. Sea 0 < A\ < n. Entonces, existe una constante positiva C = C(n, \) tal que la

desigualdad
1 1

T

Y|
‘x’(n+1)f)\

~

vale para x,y € R"\{0} con |z| = 2y|.

Demostracion. Sean x,y € R™\{0} tales que |x| > 2|y|. Por el teorema del valor medio, se tiene que

1 1
jz —y|n fafr A

|z —y| = J«ll,

B n—A
- _£(n+1)7)\

donde ¢ es un valor medio entre |x| y |z — y|.
Dependiendo de la positiva de x e y, se cumple que | — y| < |z| o |z| < |z — y|. En ambos
casos, teniendo en cuenta que |z| > 2|y|, y utilizando el mismo razonamiento que en (2.1), tenemos

||

que 5 < &. Por lo tanto, considerando que ||z — y| — |z[| < |y|, obtenemos

1 1 || (n+1)—A yl |yl
|z — y|n o || < (n— )\)f(n—l-l)f)\ <2 (n+1) ‘x’(n—%l)f/\ - C‘x’(n+1)f)\’
donde C' = 2("*1~*p es una constante positiva. O
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Capitulo 3

Operadores fuertemente singulares en L”(w),

conl <p<wywe A,

En este capitulo, siguiendo los lineamientos de Sagun Chanillo en [2], demostraremos el siguiente

resultado.

Teorema 3.1. Sean 0 < a < 1,1 < p < w0y w € A, Entonces, existe una constante positiva

C = Cla,n,p,[w)a,) tal que la desigualdad
[ Ka* fllrw) < Clfllow)
vale para toda f € LP(w).
Luego, en virtud del Lema 2.4, derivaremos la siguiente estimacion de tipo fuerte (p, p).

Corolario 3.2. Sean 0 < a < 1,1 < p < w0y w € A,. Entonces, existe una constante positiva

C = C(a,n,p,[w]a,) tal que la desigualdad
|Taflerw) < ClfLrw)

vale para toda f € LP(w).

A continuacion, enunciamos un resultado de acotacion en LP para un operador auxiliar defini-
do a partir de K, = f. Este resultado, que serd probado en la siguiente seccion de este capitulo, es

fundamental para la demostracion de dos resultados clave de esta monografia.
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Teorema 3.3 (Tipo fuerte (p, p') del operador K, , = f). Sean 0 < a < 1, a/ = T, = a® —a't y

1 < p < 2tales que 2 4+ a' < p'. Formalmente, definimos el nicleo f(a,p como la ‘‘funcion”

. —a’
iy|z|

Ka,p(x> = T z € R".

n(2+a’) ?
¥

Entonces, existe una constante positiva C' = C(a,n) tal que la desigualdad

[ Kap* 'l < Clfllee

vale para toda f € LP.
El siguiente lema es un andlogo del Teorema 1.31 para operadores fuertemente singulares.

Lema 3.4. Sea 0 < a < 1. Entonces, existen 1 < sq < 2 y una constante positiva C = C(a,n) tales
que la desigualdad
M* (K, = f) (z) < CM, f(x) (3.1)

vale para todo 1 < s < soy toda f € C(R™).

Demostracion del Lema 3.4. Sean 1 < s < 2talque 2+ d < sy f € CP(R™). Dado que el
operador K, * f es invariante por traslaciones (véase la Observacion 1.30), es suficiente demostrar
que la estimacion (3.1) se verifica en el origen de coordenadas. Por definicion,
M* (K, « f) (0) = supif K, * f(z) — (K, = [)gl da.
@0 |Q Jo
Para obtener la estimacion deseada, probaremos que existe una constante positiva C' = C'(a,n) tal

que la desigualdad
LJ Ko f(@) — (Ko + ol dz < CM,£(0) (3.2)
1Ql Jo

vale para todo cubo () centrado en 0 con lados paralelos a los ejes coordenados de longitud /(Q).
Luego, en virtud de la Observacion 1.27, obtenemos (3.1).

Sea d > 0 tal que 2§ < §'7* < ﬁﬁ La estimacion de (3.2) se consigue separando el analisis en
dos casos.

1Si bien, de acuerdo con la literatura clésica, definimos el nicleo K, como una ‘‘funcion”, este se interpretara en el

sentido del valor principal, es decir, como distribucion cuando = € sop f
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Caso 1. Supongamos que [(Q)) < ¢. Por hipotesis, estd claro que 2Q < l(é)aQ c m@.

Definimos

- _ mn\ 4 _ 4
E1=2Q, E=R"\75Q, E;= 35 m5mug?
1
E,= QWZ Q\Z(Q y Y Es = l(Q)aQ\QQ

Sea f(z) = Z?:1 [i(x), donde f;(x) = fxg,(z). Por linealidad, es suficiente demostrar que la
estimacion (3.2) se cumple para cada una de las funciones recién definidas.

Comencemos con la estimacion correspondiente a f;. De la desigualdad triangular, resulta

L 2
I = @JQ | Ko * fi(x) — (Kq * fl)Q| dr < @JQ | K, = fi(x)|dz. (3.3)

Aplicando la desigualdad de Jensen y por el tipo fuerte (p, p) del operador K, = f para 1l < p < o0, se

IgGafn&ﬁMMW01<QafJMHW0;

Dado que + = = 1y considerando el soporte de f;, obtenemos

1< (g [ 1ntora ) (]2Q|f |d37>s<Msf(0)-

Para la estimacion que involucra a f,, procediendo como en (3.3), se tiene que

tiene que

1 2
n:@Lmﬁmnwmmmm<@ijmmm

|Q| J JEQ [ Ko(z = y)|[f(y)| dy da. (3.4)

Teniendo en cuenta la definicion del niucleo K, resulta

! ! W)
Nl a - d d xr — a—y|< _ d d )
I < |Q| JQ JEQ |K (Z‘ y)| ’f(y” yar |Q| J;) fEQ |:L' — y|”X{‘ | 1}([L’ y) ydx

@ <i< ﬁﬁ' Luego, si |z — y| < 1, obtenemos

Dado que z € @, se cumple |||, <

[9leo < Nz = ylloo + [2]oo < |2 = y[ + )0 <1+ == < 2. (3.5)

4[
En consecuencia, {y € R" : [z — y| < 1} < R™\ Ky, y la funcion caracteristica x{j,—yj<13(z — y) = 0
paray € E5. Por lo tanto,

I1=0< Mf(0).
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Para la estimacion correspondiente a f3, siguiendo el mismo razonamiento que en (3.4), resulta

~Tal f L Kl — )| 1£(v)| dy de.

A partir de la definicion de K, y considerando el soporte de f3, obtenemos

|f(v) |f(v)]
< dy d
|Q|J Lg, |Q|f f <[yl <2} |?J|n e
< — S d d
|Q| fQ (|ﬁ@‘ lég)Q|f(y)| y) X

< Mf(0), (3.6)

@@

A continuacion, veamos que (3.2) se cumple para f,. Si A es una constante (que puede depender

donde la antetiltima estimacion se obtiene al considerar que )2 NGI(@ Q) S

de QQ), se tiene que

1 2
v = g Ve £ (e olde < 5 | 1K sie) - M

La estimacion deseada se obtiene eligiendo adecuadamente el valor de A\. Dado que f € C° y consi-

derando el soporte de fy, resulta

|2\fl Q|
dy S | flee—"F7 1 Q\ <®
(Q)e

Sea A = K, * f4(0). Por la asociatividad del producto de convolucion, obtenemos

1
Ve | | e -0 - Kl dyds,
|Q| QJE,
Dado que z € Q e y € Ey, se cumple 2|z| < /nl(Q) < /nl(Q)'™" < |y| < L. Aplicando la

Ky f4(0)] < | f]le f

(3@ <ivlo<siz) IyI"

Proposicion 2.1, se tiene que

[ e =)= malifolar < 1@ | 8

En virtud de la Proposicion 1.1, sabemos que

By e R\ 5@ < {y e R : [y| = 51(Q)' "}

Utilizando este hecho y la relacion 1 = (1 — a)(1 + a’), podemos controlar el lado derecho de la

estimacion anterior por

|/ ()]
Q) 1 QWdyﬁl(Q)f

. {lyl=1uqy—e} [yl TD*

/()]

—dy
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c O
< —d
s <Q>kz_: Jﬂywl( Tyl

o0 2— k(14a')
gz(@)}é 0 <|2k+2

< MF(0).

|f(y)] dy)
g Q

Por ultimo, para la estimacion correspondiente a f5, también se cumple
1 1
V=0 | 1B fs() = (Ko fs)olde < 7 | [Kax f5(2)| da.
QI Jo 1@ Jg

Sea Ka,s el nucleo definido en el Teorema 3.3. Descomponemos

~ 1 1
Ko = f5(x) = Jn Kos(x —y) <|x — y[rnta)/s - |y|n—n(2+a’)/s’> f5(y) dy

- f5(y)
+Jn Kos(z —y) Wdy

= g(z) + h(z).

Es suficiente probar que (3.2) se cumple para cada una de las funciones recién definidas.

En primer lugar, dado que 2|z| < 4/nl(Q) < 24/nl(Q) < |y|, de 1a Proposicion 2.10, se tiene que

1 1

_ n(2+a’) o
SI

Q)

-2

/
= yI" =

donde C' = C(a, n) es una constante positiva. Dado que B(0,(Q)) < 2@Q) (véase la Proposicion 1.1),

aplicando la estimacion recién obtenida, obtenemos

1y
|am|squLmewﬂ f N }wwﬂd
f )|
|~2k1(Q)} |y|”Jrl
2
1Q

<>§] g (g [, 1rw1a)

< M £(0). (3.7)

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Jensen, se tiene que

1 1 o f5(y) ) /
rmJ;m“”““§<WLan“ (e ) @
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Debido al tipo fuerte (p, ') del operador K, , + f paral < p < 2 tal que 2 + a’ < p/,

1 J 1 (J f5(y)]° )
— h(x)| dx < T ~dy
|Q| g ‘ ( )‘ |Q|? - |y‘n+n(1fs)(1+a)

Luego, considerando que B(0,1(Q)) < 2@, obtenemos

S )l ’
h(z)| d S UAC
|Q\J e ( (ir2i@y [yl )

; ) :
—‘ (Z |2kQ|(S R 1+a)|2k+2Q| phrag |f(y)]® dy) ) (3.8)

donde k es un entero tal que 2¥~1/(Q )= < 2M](Q). Expandiendo la suma geométrica,

o =

»

resulta

® =

1
& : ey [ (gnls=D+a) Yo+ _
1 k)| (s—1)(1+a’) L1, e=nata) (2 ( ) 1
% <kz: ’2 Q’ = ‘Q s s 2n(s—1)(1+0/) _ 1
° =0

<0 |i, <(2ko+1>n(s—1)(1+a’)>

< Q7%

1
s

m‘m
(AN

, (3.9)

donde la anteultima estimacion se obtiene al considerar que 2F! < (Q4) a =a(l+a).

Por lo tanto,
1
o | @l < 250),
@l Jo
Dado que las constantes involucradas son positivas y dependen solo de a y n, y considerando que

M f(0) < M,f(0) (véase la Proposicion 1.23), se concluye la demostracion de (3.2) para el Caso 1.

Caso 2. Supongamos que [(Q) = 4. Por hipdtesis, Q = 3Q. Sea f(z) = fi(z) + f2(x), donde
filz) = f(a:)X%Q(x) y fo(x) = f(x)XRn\%Q(x). De la desigualdad triangular, resulta

1 ] '
7] L |Ko+ f(x) = (Ko = flolde < 1] fQ |K, + fi(z)] do + 1l L 1K, * folz)| da.

Luego, es suficiente probar que la estimacion (3.2) se cumple para cada una de las funciones recién
definidas.
En primer lugar, aplicando la desigualdad de Jensen y por el tipo fuerte (p, p) del operador K, = f

para 1 < p < 20, se tiene que

1 1 s % i S )
1= e s < (g [k noras) s (7 [ 1A a)
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Teniendo en cuenta el soporte de f; y que |Q| = fl—Z|§Q], obtenemos

chf I@>SSMJ®)

Por otro lado, procediendo como en (3.4), se tiene que

1 1 |f (W)l
= [ o e < | Xeyieny(z — y) dy dz.
@l Jg ? Ql Jg Jemag o —yn H17vIsY

Dado que z € @), se cumple |z, < @ < % Z(Q) . Luego, si |z — y| < 1, obtenemos
Q) _ 2
lolhe < I = o+ Ll <l — o] + e < 1+ 2 < 24, (.10)
En consecuencia, {y € R" : [z —y| < 1} < 5Q, y la funcién caracteristica x(j,—y<1}(z — y) = 0 para

y € R™\3Q. Por lo tanto,
11 =0 < M£(0).

Dado que las constantes involucradas son positivas y dependen solo de a y n, y considerando que

M f(0) < M,f(0), se concluye la demostracion de (3.2) para el Caso 2. O

En este punto, podemos establecer la acotacién en LP(w), para 1l < p < ooy w € A, del operador

fuertemente singular K, = f.

Demostracion del Teorema 3.1. Dado que w € A,, por el inciso (a) del Teorema 1.36, existe sy > 1
tal que w € RH,,. Ademas, en virtud del Lema 3.4, existe s; > 1 tal que, para todo 1 < s < s1, se

cumple la desigualdad
M (Ko f) (x) € M,f(x),  VfeCE(RY. (3.11)

Por otra parte, de acuerdo con el Corolario 1.37, existe 1 < s, < p tal que el operador M es de tipo
fuerte (s, s) con respecto a w para todo sy < s < p. Por lo tanto, tomando s = min{sy, s1, 2}, las tres
condiciones se satisfacen simultineamente. Notemos que s = s(a, n,p, [w]a, ).

Sea f € CX(R™). Dado que sop K, < {x € R™ : |z| < 1}, entonces sop(K, = f) S Qo para algin

(Jows(x)dx>i.

cubo (). Aplicando la desigualdad de Holder, se tiene que

fn\‘ —

1Ko * F ey < j Ky = £ >|pw<x>dx<(j !Ka,*f(x)|p5'd:c)

n
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Debido al tipo fuerte (p, p) del operador K, = f para 1 < p < o0, obtenemos

(JRTL | Ko f(a)P” dx) : < (Jn | ()P dm);/ < 0.

Por otro lado, teniendo en cuenta que w € RH,, resulta

(LO w (z) dx) ' < |chjl' LO w(x) dx < .

De este modo, || K, * fl/rr(w) < 0. En virtud de la desigualdad de Jensen, considerando w = 1y

1

procediendo de forma anéloga, es facil ver que K, = f € L;..

Por el inciso (a) de la Proposicion 1.21, se cumple que |K, = f(z)| < |M (K, = f)(x)| en c.t.p. z.
En consecuencia,

1K * fllr@w) < [M(Kq* f)|r@w)-

Dado que | K, * f||r»(w) < o0, aplicando el Teorema 1.35 y la estimacion (3.11), obtenemos
|M (Ko # f)|or@w) S 1M (Ko * f)|ow) S Mol ow)-

Por lo tanto, como resultado de la eleccion de s, concluimos que

[ Ko flloew) € [Mof|rw) < ClfllLew),
donde C' = C(a,n,p,[w]4,) es una constante positiva.
Si f € LP(w), en virtud del Teorema 1.6, existe una sucesion {f;}; < C°(R") que converge a f
en LP(w). Luego, existe una subsucesion { f;, }x tal que klg](f)lo fi(x) = f(x) en c.t.p. z. Por lo tanto,

aplicando el lema de Fatou, se tiene que

I Flastoy = [ Ko (fm £,

<Himinf |+ fil < C i [ £l = C1f i)

]

LP(w)

Establecido este resultado, la demostracion del Corolario 3.2 sigue como se detalla a continuacion.

Demostracion del Corolario 3.2. Si f € LP(w), en virtud del Lema 2.4, existe una constante positiva,

que depende solo de a y n, tal que se cumple la desigualdad

I Taflzrw) < [ Ka* o) + [ M f]Lrow):

Aplicando los Teoremas 3.1 y 1.34, que garantizan la acotacion en LP(w),paral < p < oy w € A,

de los operadores K, * f y M, respectivamente, obtenemos

Taf o) < Clf] o)

donde C' = C(a,n,p,[w]4,) es una constante positiva. O
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3.1. Demostracion del Teorema 3.3

El enfoque adoptado para demostrar este resultado utiliza el teorema de interpolacion de Stein.
Sean0 <a<1,da = 1%‘”a,fy:aa/ —at e>0yzeS={2eC:0<Rez< 1}. Definimos el

niucleo [ ., como la funcion

iy|z| =9’

Ka,z(f> = WX{Ixx}(x), z e R"

e

Si f € L', el operador T7; . se define mediante la expresion

T;.f(z) = Ki . = f(x).
El siguiente resultado garantiza la ‘‘admisibilidad” de esta familia de operadores lineales.

Lema 3.5. La familia de operadores lineales {1} }.cs es una familia analitica de operadores de

crecimiento admisible.

Demostracion. Sea z = u+1v € S. Sin pérdida de generalidad, supongamos que f y g son funciones
simples a valores reales. Dado que

1

|x|in(1+%)v

efin<1+%/>v log |z|

=1, (3.12)

y considerando que 0 < u < 1, obtenemos

1

RS ()] =
Riow) = —

"

. 1
)uX{\m|>e}(-%’) < max {1, —} :

n(1+5)

En consecuencia, | K¢ . |L» < o0,y este valor no depende de 2.

Aplicando la desigualdad de Holder y la desigualdad de Young, se tiene que

| st gt as

< (Ti.Hler < IKG. = fle=lglin < IKE = fle gl < oo.

Por lo tanto, la aplicacion

s | T f(2) g(a) da (3.13)

Rn
estd bien definida y es continua en la frontera de .S. Més aun, existen constantes positivas A < 7wy

B = B(f, g) tales que la desigualdad

e—A|v

'log <B<w®

|| st gt as
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vale para todo z € S.

Solo nos resta demostrar la analiticidad de la aplicacion (3.13) en el interior de S. Teniendo en

cuenta la relacion (3.12), escribimos

_ expi (v|z|™ —n (1+ %) vlog|z|)

KGE“Z T 7
’ ( ) |x|n(1+%)u

X{lel>e () = F(u,v).

Probaremos que

a% (Re J T () o) dx> (1, v) = J n (alz‘f o *f> (z) g(x) du

° (RefnT;Zf(as)g(x) da:) (u,v) = f <8Re . f) (v) g(x) da.

ov

(3.14)

(3.15)

De este modo, en virtud del teorema de la convergencia dominada, el andlisis se reduce a verificar que

F, satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el interior de .S, y que los integrandos en el lado

derecho de (3.14) y (3.15) estan controlados por alguna funcion integrable sobre R™.

Aplicando la identidad de Euler, se tiene que

~cos (ylz|™ —n (1+ %) viog =)

|x|n(1+%)u

Re F(u,v) X{ja|>¢} (T)

sin (v]z|~" —n (14 %/) vlog |z|)
|x‘n(1+%’>u

Al calcular las derivadas parciales respecto de v y v, obtenemos

Im F,(u,v) =

X{jz|>e} (@)

ORe Fm( ) —n (14 %) log|z|cos (y|z|~* —n (1 + %) vlog|z|) v (@)
u,v) = o z|>e€ =
au |x|n(1+?>u {| ‘>}
y
5RCFI( ) n (1+ %) log|z|sin (v]z|~ —n(l—l—%,)vlog|x|)x (2)
U, = 7 x|>€ =
av |x‘n(1+%)u {| ‘>}
Mis alin, notemos que
ORe F, n(1+%)|log|z|
U,U < / T|>€ T
’ 2\ )‘ o (5 X{lal>¢} ()
y (e
ORe F, n(l+%)|logl|z||
u,v)| < 7 z|>e}\ ).
' T )‘ PRCETITEE ~4(2)
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Dado que |z| > €y que las expresiones del lado derecho tienden a cero cuando || — o, se concluye

1 < . En consecuencia,

ORe F,

que Ha%equ L® <Xy H ov
ORe F, ORe F, "
T o)l < | T Wl e R
ORe I, ORe F, "
B 1) @I < [T Ifllge)l € 2 @)
Por lo tanto, volviendo a (3.14) y (3.15) y considerando que F, satisface las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en el interior de S, obtenemos
0 0
5 (Re [ Tf@ @) o) = 5 (Im | T p@) g dr ) (0,0)
ou n O ov R
0
——- | Im T;Zf([)’})g(l') dx (U,U>. [
&U Rn

ov

(Re [ 72000 gt o) ) =
mento de interpolacion. Su demostracion se presentard luego de finalizar la del Teorema 3.3.

0
El siguiente lema, de carécter técnico, sera necesario para establecer una de las hipotesis del argu-

Lema 3.6. Sean 0 < a < 1ye > 0. Entonces, existe una funcion a valores reales M, que no depende
(3.16)

de ¢, tal que la desigualdad
||(—f(§,1+w)AHL0° < M (v).

vale para cada v € R. Mas aun, M, verifica la condicion (1.7) del Teorema 1.32.

A continuacion, procedemos a demostrar el resultado principal de esta seccion.

Demostracion del Teorema 3.3. Si2 + a’ < p/, entonces 0 = I% € S. Por definicion, notemos que
z e R".

ez~
= WX1|>E(:C)7
€T P

En este caso, denotaremos f(;ﬁ = f(fl,p. Mas atin,de (1.8) conpy =1, p1 =2, ¢1 =0y ¢ = 2,
1

L 1-3 3 L2
Po 1 2 T w2
Nuestro primer objetivo sera aplicar el teorema de interpolacion de Stein para demostrar que existe
una constante positiva C' = C'(a,n) tal que la desigualdad
(3.17)

|z, flw < Clf e
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vale para toda f € L.

En virtud del Lema 3.5, sabemos que {ch/,z}ze s es una familia analitica de operadores de creci-
miento admisible. Por consiguiente, para aplicar el teorema de interpolacion de Stein, solo nos resta
probar que, para todo v € R y toda f: R" — C simple, se verifican las siguientes desigualdades de

tipo fuerte
17550 f e < Mo(0) | £ (3.18)

| To 1 pinf 22 < My(w)||f] 22, (3.19)

donde M,y M, son funciones a valores reales que no dependen de ¢ y satisfacen la condicion (1.7).

Comencemos con la demostracion de (3.18). Por definicion, y considerando la relacion (3.12),

iy |z
el

1K i0(2)] = |——F—— X{ja=q ()] < 1.
’ |x|m(1+7)v {lz|>e}

Por lo tanto, || K oivllLe = 1 paratodo € > 0. Aplicando la desigualdad de Young, se tiene que

| T oo e = |1 K

a,iv

« flo= < K

oo fllr = 1|

Luego, tomando M, (v) = 1, la condicion (1.7) se satisface trivialmente, y (3.18) queda demostrada.
Ahora, veamos que (3.19) se cumple. Por definicion, aplicando el inciso (b) de la Proposicion 1.12

y el Teorema 1.13, se tiene que

1T ssiof 2 = 1K * floz = (K 1) floe:

En virtud del Lema 3.6 y recurriendo nuevamente al Teorema 1.13, obtenemos

1T ssiof Lz < 1K 1) Lo Flle < Mi(0)]1f] 22,

donde M es una funcion real que satisface las propiedades requeridas. De este modo, se concluye la
demostracion de (3.19) y, en consecuencia, de (3.17).

A continuacion, utilizaremos la condicion 2 + o' < p’ para demostrar que el limite 11_{1(1) K ap *
existe en el sentido de la norma L. Esto es, el operador f(a,p « f estad bien definido como valor

principal, y existe una constante positiva C' = C'(a, n, p) tal que la desigualdad

| Kap* flzr < Clf|l2r
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vale para toda f € L.

Seann > 0y f € LP. Dado que C'° es denso en L?, descomponemos f(x) = fi(z)+ f2(x), donde
f1€ CPy | f2|r < n. En consecuencia, por la completitud del espacio L?, es suficiente probar que
{f( op * f}e=0 es una familia de Cauchy en la norma LY.

Si€y < €1, porla asociatividad del producto de convolucion y la desigualdad triangular, obtenemos

K, f— K& # fllpw = KL, (fi + f2) = K&+ (fi + fo) | 1
< (KD, — KE2) = fill o + 1K, # foll pr + 1K * fol . (3:20)

Por definicion,

3 3 eilel = eilel =
K39 () = Ky (%) =~y Xtlal>eo} (%) — ——gram X(lal>en} ()
.f’ » x’ p’
eiv\xr“/
= n(2+a’) X{€0<‘I|<€1}($)
x| v
Dado que 1 — 2;—,“/ > (), haciendo un cambio de variables, resulta
~ ~ = ! s _2+d’
HKé?p — K;}p“tLl SJ Tn(l_QZ’a )_1 dr ~ Tn(l_%zt’a) < ezl(l v >
€0 €0

Luego, aplicando la desigualdad de Young, se tiene que

_ n(a’+2)
7

n
vlflp se 7 [ fl

H(K;?p - K;,lp) * fIHLP' S HKGE,?]) - Kcet,lp
Por otro lado, de (3.17), obtenemos
|K5, # foll o < Cllfollr <Cmy 5 =0,1.
En consecuencia, al reemplazar en el lado derecho de (3.20), obtenemos

_ n(a’+2)

~ ~ n
|Kef = Kepflw <60 7 il + .

que tiende a cero conforme ¢;, 7 — 0. Luego, { K, op * f}e>0 €s una familia de Cauchy en la norma 1

y, por lo tanto, es convergente en la norma LV a f(am x f. ]

3.1.1. Demostracion de Lema 3.6

En este apartado, sin pérdida de generalidad y adoptando el enfoque propuesto por Sagun Chanillo

en [2], presentaremos la demostracion del Lema 3.6 para el caso n = 1. En dimensiones mayores, el
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analisis puede reducirse a esta configuracion, aunque surgen diferencias significativas en la definicion
de los parametros y las regiones de integracion. La correcta formulacion de estos elementos requiere
un dominio avanzado de técnicas de andlisis asintotico que escapan los objetivos de esta tesina, por lo
que nos limitaremos a trabajar en una dimension.

Seguidamente, enunciamos el lema de van der Corput, cuya demostracion se encuentra en [27].

Teorema 3.7 (Lema de van der Corput). Sea I = R un intervalo abierto y ® € C*(I) una funcion

real.

(a) Si @' es monotona sobre 1y existe A > 0 tal que '(t) = X o ®'(t) < —Aparatodot € I,

entonces

I A

donde C' es una constante positiva que no depende de .

(b) Si existe p > 0 tal que " (t) = p o D" (t) < —p para todo t € I, entonces

J L2t dt‘ < i’
I pl/?

donde C' es una constante positiva que no depende de .
A continuacion, demostramos el resultado principal de este apartado.

.7 / / .
Demostracion del Lema 3.6. Sean 0 < a < 1,d’ = =,y =a% — a't®. Para x € R, consideremos

la funcion , /
- _expi (y|z] = (14 %) viog|zl)
Ka,1+w(ff) = o

||

X{lt|>e} (7)),

donde € > 0y v € R es arbitrario. Demostraremos que existe una constante positiva C' = C'(a) tal

que se cumple la desigualdad

~ ~ 1
(Kt e < € (14 [0]}) = 2a(o), (3.21)

Asi, la funcion recién definida M, satisface la condicion (1.7) del teorema de interpolacion de Stein.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que v = 1. La demostracion para el caso general se

obtiene mediante un cambio de coordenadas. Definimos

6:min{(l)a , (i)lﬂ }
a 2a’
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Ademas, supongamos que 0 < € < %. En consecuencia,

expi (||~ — (1+ %/) vlog |z|)
[a]'+%

f{;,uiv(x) = X{€<|x|<%}(x>

N expi (|z|~* — (1+ %/) vlog |z|)
o +%

X1y (@) = F(2) + 9().

Como consecuencia de la desigualdad triangular, es suficiente demostrar que la estimacion (3.21) se
cumple para cada una de las funciones recién definidas.

Por un lado, tenemos que

d o d kod
ol = | - o] e
{le=1} |x|tT2 Loplty koo J1oplty

donde C' = C(a) es una constante positiva. Por lo tanto, considerando el inciso (e) de la Proposi-

cion 1.12, obtenemos ||g||r= < |g]z: = C.

Para la estimacion de | f|| ., por definicidn, se tiene que

expi (Jz|™ — (1 + %) vlog|z| — x€)
’1+%

fi6) = | rwetan = | .

fectoi<l) o
yo=(1+ %/) Considerando que —v log ]%‘ = v log |t|, obtenemos

1

| di

for =] expi (| + otogle] - § )+
{6<|t|<N}

_ J expi (|| + dlogt| — §
{6<|t|<N} |t|1*%/

) dt.

Nos enfocaremos en el caso en que ¢ > 0. Dado que consideraremos £ € R, el analisis también abarca

el caso en que ¢t < 0. Procedemos entonces a estimar

N expi (9 + 5 logt — & N i)
f Xpi (I +Dlog Jﬁzjeawa (3.22)
5 =% st

donde ®(t) =t + vlogt — &.
Sea n > 0 el pardmetro definido en (2.10). La estimacion de (3.22) se consigue separando el

analisis en dos casos.

14a’

1
Caso 1. Supongamos que || > max {1, (Ll) “ } Seaty = (ﬁ) " Sity < N dividimos

a 2a

(3.22) como sigue

af _d

to pi®(t) N id(t)
J dt + J dt =1+11.
s ti—7% to t1772
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Si N < t, solo consideramos

N i®(t)
f _dt =1III.
5 =%

Dado que @’ > 0y || = 1, tenemos que

1 1 1
, 1\« [ 3\&=7 3\= _ (3¢
52““{(9) (o) }4%) <(5)7 =

Las estimaciones para I y /1] son similares y las abordaremos primero considerando dos casos.

Caso 1.1. Supongamos que £ > 0. Integrando [ por partes,

to .

I= f —— ) (@)™ at
5 T (t)

to

: 1D(t) to / 1 " (t
=X f O | (1 + “—) 4 G,
=T (t) 5 2) 250(t)  F (D)2

6
to 1®(t) to t)q)// t
[y [,
5 2T (1) 5t (D/(1))2

to
=+ L+ Is. (3.23)

iei@(t) a
=———7——| +1 <—1 + —)
T (1) 2

En virtud del inciso (a) de la Proposicion 2.7, existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

olél
()] > O, (3.24)
vale para todo ¢ € [0, to]. Utilizaremos este hecho para estimar |I|.
En primer lugar, aplicando la desigualdad triangular y la estimacion (3.24), se tiene que
C 1 ¢ C C 1+
< G * g ST SO
to * @ (to)]
donde la ultima estimacion se obtiene de considerar [£| > 1. Sustituyendo t, = (%) T en el
segundo sumando de la desigualdad anterior, obtenemos
c C (3¢ C
al 2(14a’)
Cpeg _C ( !§/|> _ —<C. (3.25)
‘6‘ ’5’ |£|2(1+a/)

En consecuencia, |I;| < C.

Para 5, aplicando la estimacion (3.24) y considerando que @’ y ¢ son positivos, obtenemos

to of to a’
L] < C f f tT dt = ( ) ¢ to 2.
5 2% |/(t)] |<I>’ ‘§| |§‘
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Sustituyendo el valor de ¢, en el lado derecho de la estimacion anterior y procediendo como en (3.25)

resulta |I5| < C.
Teniendo en cuenta que a’ > 0, por la definicion de P, esta claro que
59 / -
5, 2 < woa ),

v 25 a’ 2
— 1t t2 3 t2
(3.26)

a(a —1)t" 2 — R

< d|d

|7 (t)| =
donde C' = max {2, a/|a’ — 1|}. En consecuencia, aplicando esta estimacion junto con (3.24), obtene-

mos
o |P"(t C (. &
|15 <J L,—(thg —2J it (ta 2+u+ |€|) dt
5t (12 iq
C o
=— f %y \v|t1+ T ¢t - dt.
€]
Dado que t < tg, se cumple que ¢|o| < C|¢]. En consecuencia,
C 3a’ C to a
|I3] < —J Y dt+ — | tzdt
€] €] Js
Procediendo como en la estimacion de |15], el segundo sumando de la desigualdad anterior se controla
1
por una constante. Por otro lado, considerando que a’ y 0 son positivos, y sustituyendo ¢y = (2‘5,') o

3m)wﬂ¢: c .

2d! HEszd

obtenemos
to C op3d 3a’
D=t =
<C.

C (a3
e —t
( it

c (*
— d
MPJ T

donde la Gltima estimacion se obtiene de considerar ||

> 1. Por lo tanto, |I3]

En resumen,
||+ || + |I3] < C

1] <

La estimacion para |I11| se obtiene de forma similar, reemplazando ¢, por N en cada caso

U e'®() dt. Integrando I por partes,

Caso 1.2. Supongamos que ¢ < 0. Definimos ((u) = | e

to ez’<I>(t) to 1
I:J — dt:J — ('(t)dt
s =% s ti—7
to / to
50 __(4+a) cmcﬁ_h+b

2) s %

- ’

=% ls
En virtud del inciso (b) de la Proposicion 2.7, la desigualdad |®"(u)| = C £| vale para todo u € [, t].

En consecuencia, por el lema de van der Corput, obtenemos
Jul2
[C(u)] < CIEI% (3.27)
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para u € [6, to]. Utilizaremos este hecho para estimar |/|.
En primer lugar, considerando que | (d)| = 0, aplicando la estimacion (3.27) y la definicion de ¢,

tenemos que
1+ o

1+a’ 2(14a’)
<l € (3|£/|)2 -
AF R e \2a

Para I, aplicando (3.27), obtenemos

to to
|IQ|<CJ K(ta),’ dt < le T dt.
5t €2 Js

1
Considerando que @’ y ¢ son positivos, y sustituyendo ¢, = iﬁ/' e , resulta
q y p y y

2a
C (", s C [  C me O[3\
1Jt2 2 dt = 1(t2 )< t.2 < ) =C.
€]z Js NE
En resumen,

s) T leE e 2o

Il < |L| + |12 < C.

La estimacion para | 11| se obtiene de forma similar, reemplazando ¢, por N en cada caso.
Si N < to, entonces | f(£)| = |II1| < C, donde C = C(a) es una constante positiva. En conse-

cuencia, se cumple que | f| . < C. Por lo tanto,
[(Kg 1) 2 < [ fllze + g0 < C.
Sitp < N, solo nos resta estimar |/|. Integrando por partes como en (3.23),
N a N 6i<I>(t) N ez‘{)(t)q)//(t)
+1 (—1+—>J a,—dt—z‘J ————dt
" 2) Jiy 25 00(t) to 1T (D/(1))?

=1L+ 11+ 11;.

iei@(t)

IN=-——
=2 /(1)

En virtud de la Proposicion 2.8, la desigualdad
|/ (t)] = Ct*, (3.28)

vale para todo ¢ € (g, V). Utilizaremos (3.28) para estimar |I1].
En primer lugar, aplicando la desigualdad triangular y considerando que ¢, < NV junto con la

estimacion (3.28), obtenemos

Q
Q
Q

|I]1|< o + 7 < -+

(3.29)
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1

Sustituyendo ty = (#) , resulta

<& (3 i <C 3.30
1| =X " — 2/ N ) ( . )

to

donde la ultima estimacion se obtiene de considerar || = C'

Para I 15, aplicando la estimacion (3.28), obtenemos

1L <C J f
2_7|(I)/ to t1+2

k to
1 1 C
<CJ a/dt:C’lim —dt =C lim —| = —.
itz k=o Jyy 1177 k=0 5 {) te

(3.31)

Sustituyendo el valor de ¢, en el lado derecho de la estimacion anterior y procediendo como en (3.30),
|11, < C.
Aplicando la estimacion (3.26) para |®” ()| y (3.28), se tiene que
N " N ~
q) t 3a’ !
115 < CJ Lﬂ)'dt < CJ s (t“2+ 1ol + ﬂ) dt
t t

o 1% |3/(1))? . 2

N N
:cf dt+CJ W(M E‘) dt.
to t+2 to t72 l t

Procediendo como en la estimacion de | I 15], el primer sumando de la desigualdad anterior se controla

por una constante. Por otro lado, dado que el integrando es positivo, el término restante se puede

controlar por

* 1 0 ko .
CJ i (MJr@) dt=C limf L (M |§2|> dt
to tT t t k—0o0 to tT t t

~ to to i
—ctim U fopm L el o B 5
k—o0 t% k—o0 tl—i—% k t% tl-i—i
0 0

En virtud de la Proposici(')n 2.6, sabemos que | 5| < C|¢|T+ . Aplicando esta estimacion y sustituyendo

to = <3‘§| ) obtenemos

3a’ 243a’
v 3 T 2(1+d) 3 T 2(1+d)) C
oo <ot (3) o ()
toT t0+7 a €| 20+aN

donde la ultima estimacion se obtiene de considerar || = C'. Por lo tanto, |/ 13| < C.

Luego, |II| < C
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Sity, < N, entonces |f(£)| = |I| + |II] < C, donde C' = C(a) es una constante positiva. En

consecuencia, se cumple que | f| .~ < C. Por lo tanto,
[(KG1si) o < Ifllze + 9]z < C.

A continuacion, desarrollaremos el caso restante.

1ta’
Caso 2. Supongamos que |£| < max {1, <"J;,"> ‘ } Sean w > 1 el parametro definido en (2.11)

(a)”

1 _1 1
, ]_ a’ 3 1+a’ 1 a’ w %
o=miny (T ) 30 <(z) <) =

Sity < N dividimos (3.22) en I y I] como antes y si N < t(, consideramos solo /1.

L
to = max { (&)« (2L .Dado que @’ > 0y w > 1, se tiene que
y a

En primer lugar, considerando que o’ > 0y § < ty, se tiene que

to ,
|I|<J dt,:Ct%o
s

s %

1
ol

) “, obtenemos

1
ol

Sitg = (%), esta claro que | /| < C. Por otro lado, si tg = (

I <oy —c (MY o,
0 (CL’)Q

La estimacion para |/ 1]| se obtiene de forma similar, reemplazando ¢, por N en cada caso.
Si N < to, entonces |f(€)| = |I1I| < C|o|2, donde C' = C(a) es una constante positiva. En

consecuencia, se cumple que | f| .« < C|d|z. Por lo tanto,
~ € ~ A~ N - l
(G 1gi0) e < |z + 19l < C(1 + [0]2).
Si ty < N, solo nos resta estimar |/ |. Integrando por partes como en (3.23),
N a\ (N i) N i g ()
+1 (—1+—)J a,—dt—if ———dt
" 2) Dy 25 00(t) to £ (D/(t))?

=11+ 1+ I1s.

Z'eid)(t)

IN=-——
=2 @/(1)

En virtud de la Proposicion 2.9, la estimacion (3.28) para |¢'(¢)| del caso anterior vale para todo

t € (to, N). Utilizaremos este hecho para estimar /. Aplicando (3.29), (3.31) y (3.32), tenemos que

c o1

1) < |10 + |15+ 115 < S 4 o2 oL
P T v,
tO tO Z50
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1
al

Usando que ¢y > ( g) < en el primer sumando de la desigualdad anterior, obtenemos

O,<0(5)_ _C.

a//

o=

Por otro lado, aplicando convenientemente las estimaciones para ¢, y considerando que, por hipotesis,

€] < C, tenemos que

~ ~ ~1\ —1 _1 —
L B e e (5) "+c(®2) ™ =c
* 12 N (@)

Por lo tanto, |//] < C.
Sity < N, entonces | f(€)| = |I|+ |II| < C|3|2 + C, donde C' = C'(a) es una constante positiva.

En consecuencia, se cumple que | f|z» < C <1 + \17\%) Por lo tanto,

(Renra) I < 1 fle + 1o < C (14 [5]%). =
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Capitulo 4

Acotacion L™ en BM O con pesos para

operadores fuertemente singulares

Analogamente a lo que ocurre en el caso de las integrales singulares, se sabe que los operadores
fuertemente singulares mapean L® en BMO. Este resultado fue establecido por C. Fefferman y E.
M. Stein en [11] y extendido por L. De-Michele e I. R. Inglis en [8], asi como por J. Alvarez y M.
Milman en [28], considerando distintas definiciones generalizadas de estos operadores. En lo que
sigue, exploraremos versiones con pesos de estos resultados que, hasta donde sabemos, no han sido
documentadas en la literatura. Para ello, introducimos una versién ponderada del espacio BM O, cuya
definicion puede encontrarse, por ejemplo, en [21].

Si w es un peso, el espacio BMO(w) se define como el conjunto de funciones f € L;. (R") que
satisfacen

< 0O
L%

Y

1 1
o =sup (i [ 170 = fel e ) |
(w) o Q| o Q we
donde fq denota el promedio de f sobre el cubo ().

Observacion 4.1. Siw = 1, entonces BM O(w) coincide con BM O, el espacio clasico de funciones

de oscilacion media acotada (véase, por ejemplo, [9]).

4.1. Un resultado de suficiencia para los operadores fuertemente
singulares K, = fy T,
En esta seccion, aplicaremos las nociones adquiridas para demostrar el siguiente resultado.
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Teorema 4.2. Sean 0 < a < 1y w € Ay. Entonces, existe una constante positiva C = C(a,n, [w],)

tal que la desigualdad

I« Flarow < € |

LOO
vale para toda f: R" — C medible con % e L™.
Seguiremos un enfoque similar al de la demostracion del Lema 3.4. No obstante, el lema técnico

que se presenta a continuacion nos permitira simplificar el argumento, en linea con lo considerado por

J. Garcia-Cuerva et al. en [13].

Lema 4.3. Sean 0 < a < 1y w un peso tal que Mw(x) < o en c.t.p. v € R". Entonces, existe una

constante positiva C = C(a, n) tal que la desigualdad
J | K, (2 —y) — Ku(x)| w(z) de < CMuw(y) 4.1)
{lz[>2[y|' =}

vale en c.t.p. y € R"\{0} con |y| < 1.

Demostracién. Sea x,y € R™\{0} tales que |z| > 2|y|'~®y |y| < 1. Dado que 0 < a < 1, entonces

|z| > 2]y|'~® = 2]y|. En consecuencia,

x 3
B ol ol <l < Jal + Iyl < el 2)

Recordemos que, por definicion,

. 701/ . 7[7”
etlz—yl etz

Koz —y) — Ko(2)| = X{lo—yl<1} (T = ¥) = ———X{ja|<1} ()

|z —y[" ’

donde d' = {2y y =a® — o',
Dividiremos el analisis en casos segln si las funciones caracteristicas toman el valor 0 o 1.
Caso 1. Supongamos que |z — y| < 1y |x| > 1. En este caso, la desigualdad (4.2) implica que

< |z —y| < 1. Luego,

N

J Ko (z —y) — Ko(2)| w(z) do f % < Q”J w(x) dx.
{Jol>2lyl1-2} {1<le—yl<1} [T =Y B(y.1)

Sea () el cubo centrado en y con /() = 2. En virtud de la Proposicion 1.1, se tiene que B(y, 1) < Q.

Por lo tanto,
4n
f Ko (2 —y) — Ko(2)|w(z) de < —f w(x)dr < 4" Mw(y).
{la|>2ly]'~2) @l Jo
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Caso 2. Supongamos que |x — y| > 1y |z| < 1. A partir de (4.2), es facil ver que # < (%)n

En consecuencia,

f Ko (2 — y) — Ko(z)| w(z) de < f W) 4 < <§> f w(z) da.
{z[>2ly[1-a) {1>[ef>2lyi-a) []? 2) sy

Sea @ el cubo centrado en 0 con [(Q)) = 2. Luego, y € B(0,1) < @ y, por consiguiente,

371

@] Qw(x) dr < 3"Mw(y).

f Koz — ) — Ko@) w(z) de <
{lz[>2]y|1 =2}

Caso 3. Supongamos que |z — y| < 1y |z| < 1. En virtud de la Proposicion 2.1, resulta

Ku(z — y) — Ka(w)] < C— 1Y

= | (et
donde C' = C(a, n) es una constante positiva. De este modo,

w(z)

f Koz — y) — Ka(2)| w(z) dz < |y du
{lz|>2[y|t—=}

1 !/
{a>2lyi-ay |2|FD¥a

o0
wlx
< MZL H(T))wdx. 4.3)
k=0

k1jyliofal<akt2lyi-o) ]

Sea () el cubo centrado en 0 con [(Q) = |y|' 2. Teniendo en cuenta que y € B(0, 28+2|y|172) < 2k+3(Q)

y larelacién 1 = (1 — a)(1 + a’), obtenemos

- 1 w(x)
Kol =) = Kolo) wle)dz < o] Y, | 1 (—) da
J{|m|>2y|1a} ;;) (a2t lyi-ay [T\ ||

© 2fk(1+a/) 1
( w(z) dx)

= vl 243Q Jorsag

< Mw(y). O

< |yl

Observacion 4.4. Siw = 1, la expresion (4.1) corresponde a la condicion de regularidad para opera-

dores fuertemente singulares, formulada por C. Fefferman en [10].

Observacion 4.5. En virtud de la Proposicion 1.2 y de la definicion del nucleo K, con ligeras modi-

ficaciones, se puede establecer que existe una constante positiva C' = C'(a, n) tal que la desigualdad
f Ku(e — y) — Koo — 2)| w(x) dz < CMuw(y)
{lzo—z|>2|zo—y['~}

vale en c.t.p. y € R"\{zo} con |z — y| < 1.
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Observacion 4.6. Si w € Ay, entonces Mw(z) < Cw(zx) en c.t.p. z € R™ De este modo, podemos

reemplazar Mw por w en la estimacion (4.1), con C' = C(a, n, [w]a, ).

Seguidamente, probamos que el operador fuertemente singular K, » f define una aplicacion acotada

de L* en BMO con respecto a pesos en la clase A;.

Demostracion del Teorema 4.2. Dado que w € A, en virtud del inciso (a) del Teorema 1.36, existe
sp > ltalque w € RHy,. Porotro lado, si 0 < a < 1, podemos hallar s; > 1 de modo que 2+a’ < sj.
Luego, tomando s = min{sy, s1}, ambas condiciones se verifican simultaneamente. Observemos que,

si £ € L*(R") y Q es un cubo, entonces

(]. |f<sc>><Q<as>|sd:c)i ~([.

en virtud de que w € RH;.

() dx) < UQ w(z)® dgc>i

f (=)
w(z)

W || 0

Recordemos que, si w € Ay, se cumple

[yt [

Para obtener la estimacion deseada, probaremos que la desigualdad

a1 | 1 o) = (5 el e (135 [ wtoas) i’

vale para todo cubo () centrado en ¢ con lados de longitud (Q).

Caso 1. Supongamos que /7 1(Q) < 1. Sea Q el cubo centrado en o con I(Q) = /n1(Q). Des-
componemos f(z) = fi(x) + f2(z) + fs(x), donde fi(x) = f(2)x4q(2)s fo() = f(2)Xpn,_a_¢(2)

Qe
y f3(x) = f(z)x _a Q\4Q(m). Por linealidad, demostraremos que (4.4) se cumple para cada una de las
Q)@

< 00.
Lo

(4.4)

L%

funciones recién definidas.

Comencemos con la estimacion de f;. Aplicando la desigualdad de Jensen, se tiene que

! 1 1 o\
@L} |Kq * fi(x) — (Kq * fi)ol de < @f@ | Ko+ fi(x)] de < <@ JQ | K, * f1(x)] dx) )

Debido al tipo fuerte (p, p) del operador K, = f para 1 < p < o0,

(e e Y o (L N (L[ @ )
(g1 [ e ptoean) < (g [ 10@rae) > (g LS wieras
Luego, dado que 5 e L* y w € RH,, obtenemos

1 1 f

— % — * d — d = .

1 Ve o) =+ ol 5 (s [ wtwyan) |2
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Mias atin, considerando que Q < 4Q y w € A, esta claro que

1 .
0] o w(x)de < 14%fw( 7) < 1nfw \Q\ J (4.5)

ﬁLmﬁfl@) — (Ko fi)gldr < (|713| Lw@)dx) ‘E .

Ahora, veamos que (4.4) se cumple para f,. Notemos que, s1 e L* y w e Ay, entonces

1
| Ko * fa(co)] §JR MX{\CQ%KH(CQ —x)dr < ( 1A w(x) dﬂ?) ’E
1(Q

n|cg — " {leq—a|<1}

Por lo tanto,

que es una cantidad finita. Sea A = K,  f2(cg). En consecuencia,

1 1
@ JQ |Kq * fa(x) — (Kq * fa)glde < @f |K,y * fo(z) — M| dz

|@|f fw\ Koo = y) = Kulcq = v)| | (y)| dy dz.

()“

En virtud de la Proposicion 1.1, se tiene que |co — y| = 21(Q)' = 2|co — z|'~*. De este modo,

\Ka(w—y)—Ka(cQ—y)l |f(y)ldy < |Ko(z—y)—Kalcqg—y)| | f(y)] dy.

Rm\ £|ch>2ch|1—a}

l(Q)“

Teniendo en cuenta que e L”, aplicando el Lema 4.1 y dado que w € A;, obtenemos

[ e e = e < (g [ pwterae ) [5] = (i [ wtore) [

Para la estimacion correspondiente a f3, descomponemos

1 1
K f3 Jn Kas .CC - (’JI _ y’n—n(2+a’)/s’ B |CQ y|n n(2+a’) /s’) f3( )
+J ka,s(llﬁ o y) f3(y)

‘CQ _ y‘nfn(2+a’)/s’

= g(x) + h(x),

donde f(a,s es el ntcleo definido en el Teorema 3.3 (notemos que, debido a la eleccion de s > 1, la
condicion 2 + a’ < s’ se cumple). Luego, basta con verificar (4.4) para g y h.
Por definicién, se tiene que 2|co —z| < 1(Q) < 20(Q) < |cq—y|. Envirtud de la Proposicion 2.10,

obtenemos

1 B 1 < lco — x| - Q)
n(2+a’) n(2+a ) n(2+a) ~

lcq —y|"™ g —y|" T lcq

n(24a’) °

s/

|z —y|"” — y|n =
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Considerando este hecho y procediendo como en (3.7), resulta

- )| wly)
|g(33)‘ < l(Q) {ea—y[>2(0)} w<y) ‘CQ _ y‘n_._l

< 1(Q N L '
s (Q>; (JUcQ ylx2m@)} leQ — ™! >

<)Y, f(@k) (,Qki@, s dx) \a

k=0

dx

De este modo, (4.4) se obtiene de considerar () < 2k+3() y aplicar la condicién A; como en (4.5).
Aplicando la desigualdad de Jensen para la estimacion de h, se tiene que

o L o (2 ) C N
|@|L'h<x>'dm<|@|f [ (o) @ ) .

Luego, por el tipo fuerte (p, p’) del operador f(mp « fparal <p<2talque2+d < p/,

1 J 1 (f |f3(w)I* )
— | |h(z)|dr < — 7 dy
|Q‘ g ‘ ( )’ |Q|§ . ‘CQ _ y‘nJrn(lfs)(lJra)

1
< b f f(y) Iw(y)ll 4y
Q17 \Jigwaue lw®)] leq —y[rrnt=otxe)

Dado que e L* y1(Q) = /nl(Q), procediendo como en (3.8), obtenemos

N1 :
d{)ﬁ' kQ s—1)(14a’) _ w(y sdy
!Q|f| )l Q| (,;J | 12643Q)| Jorrag )

donde k es un entero tal que 2*11(Q) < 1(Q)'~* < 2*1(Q). Teniendo en cuenta que w € RH, y
Q< 2’“*3(2, utilizando la condicién A; como en (4.5), resulta

a i< L (S o) (L[ wiay) £
|Q‘ Q - |Q|$ k=0 |Q| Q Wl

Expandiendo la suma geométrica como en (3.9), es facil ver que

1
<Z ’2’6@’ s— 1)(1+a’)> < C,

donde C' = C(a,n, [w]4,) es una constante positiva.

o |

S

’
0

@ =
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Caso 2. Supongamos que 1/n1(Q) > 1. Sea Q el cubo centrado en cg con 1(Q) = /nl(Q).
Descomponemos f(z) = fi(z) + fa(z), donde fi(x) = f(z)x4o(®) ¥ fo(2) = [(2)Xpmaq(@)-

Notemos que la demostracion de (4.4) para f; ya fue abordada en el caso anterior y es independiente
del diametro de (). De este modo, solo resta estimar fo.

Por definicion, estéa claro que

1 1
@ JQ | K, = fo(x) — (K, * f2)Q‘ dr < @f fRn\@ | K, (z —y)||f(y)| dy dz

— " X{|z—y|<1} dy dx.
|Q| f JR”\4Q |z — y|” {lz—yl<1}
En virtud de la Proposicién 1.1, si 2 € Q e y € R"\4Q, entonces |z — y| > 21(Q) > 2. Luego,
1
o || 1K ole) = (Ko ool do = 0
QI Jg

Observacion 4.7. Sean 0 < a < 1y L, € L' la funcién definida en (2.4). Si f € L, en virtud de la

desigualdad de Young, se tiene que

[ La* fllee < [Lal o[ fllze < 0.

Por lo tanto, la principal razon por la que el operador 7}, no es de tipo fuerte (o0, c0) radica en la
singularidad del nucleo K.

Sea w un peso tal que Mw(x) < o en c.t.p. z. Si % € L* y () es un cubo de R", entonces

|@JM f‘“\@@ffn oo —w)fwly @“N

Ademas, siguiendo la demostracion de (2.6), es facil ver que

L |La(7 — y)|w(y) dy < CMuw(w),

donde C' = C(a, n) es una constante positiva. De este modo,

s (g o) |4,

En particular, si w € Aj, un razonamiento similar al utilizado en (4.4) permite deducir que

|La * flBrow < C|L],.. Luego, la acotacién de L en BMO con pesos en A; se obtiene a

partir de la caracterizacion (2.3) y del Teorema 4.2.
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Resultados, discusion y conclusiones

En esta tesina, siguiendo los lineamientos de S. Chanillo en [2], estudiamos la acotacion en LP(w)
conl < p < wyw e A, delos operadores fuertemente singulares paradigmaticos 7, y K, = f.
Maés aun, a partir de las nociones adquiridas en este estudio, planteamos el problema de acotacioén
L* — BMO con pesos, siendo esta una linea de investigacion no explorada.

El Capitulo 1 se centrd en sentar las bases para abordar este estudio. Los conceptos presentados
aqui fueron tratados en las asignaturas ‘“Teoria de la Medida (MA068)”, * Ecuaciones Diferenciales en
Derivadas Parciales (MA070)” (en algunos casos por interés personal como parte de los respectivos
exdmenes finales) y en el seminario de posgrado ‘‘Topicos de Andlisis Armonico y Aplicaciones a
Desigualdades Mixtas”, como parte de la asignatura ‘‘Optativa I (MA095)”.

En los Capitulos 2 y 3, se recopilaron algunas propiedades fundamentales de estos operadores, es-
tableciendo conexiones con la teoria clasica y nuestros conocimientos previos. En su articulo, Chanillo
expone sus resultados para n = 1, caso en el que no hay distincion entre bolas y cubos. Por nuestra
parte, adaptamos la mayoria de los argumentos al espacio R" y desarrollamos con rigor la totalidad
de las demostraciones, completando con éxito los comentarios que el autor dejo como ejercicios para
el lector.

Finalmente, en el Capitulo 4 establecemos que la condiciéon w € A; es suficiente para la acotacion
L*® — BMO con pesos de los operadores T, y K, = f. El enfoque adoptado se inspira en los casos
considerados por J. Garcia-Cuerva et al. en [13], donde se estudian los conmutadores del operador
K, = f. También consideramos la descomposicion del dominio de f utilizada por L. De-Michele e 1.
R. Inglis en [8].

En el seminario ““Topicos de Andlisis Armonico y Aplicaciones a Desigualdades Mixtas”, conoci-
mos el conceptos de desigualdades débiles mixtas, estudio iniciado por E. Sawyer en 1985 [23] para el
caso del operador maximal de Hardy-Littlewood, y conjeturado en dicho articulo para los operadores

de Calderon-Zygmund (OCZs). Este problema fue retomado 20 afios después por D. Cruz Uribe et al.
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en [6], quienes lograron avances significativos en este ambito. A dia de hoy, se desconocen estima-
ciones similares para operadores fuertemente singulares. Tras completar los objetivos iniciales de esta
tesina, y por interés personal, buscamos referencias sobre trabajos que hayan considerado desigualda-
des de tipo débil usuales para estos operadores. Como se mencion6 previamente, el primer articulo en
abordar este problema fue el de C. Fefferman [10], cuyas conclusiones fueron extendidas por P. Sj6lin
en [24]. La desigualdad de tipo débil (1, 1) con respecto a pesos en A; fue establecida por S. Chanillo
en [2]. El articulo de Fefferman no difiere significativamente del caso clasico para OCZ, considerando
la condicién de regularidad enunciada en la Observacion 4.4. En determinado momento, Fefferman
factoriza el nucleo fuertemente singular en términos de una variante del operador integral fracciona-
rio utilizando el teorema de Plancherel, argumento que no es adecuado para trabajar con pesos. Este
inconveniente es sorteado por Chanillo mediante un ingenioso método para localizar los pesos A; de
forma compatible con la descomposicion de Calderén-Zygmund. Sin embargo, una parte crucial del
enfoque de Chanillo depende del uso de un operador auxiliar y de un resultado de interpolacién en es-
pacios de Hardy, conceptos que no podemos abordar con las herramientas disponibles en esta instancia

de grado, pero que considero particularmente interesantes para estudiar en el futuro cercano.
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